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PREFACIO

Los materiales granulares se definen como sistemas compuestos de un gran nu-
mero de particulas macroscopicas que interactiian entre si de forma disipativa. Al
ser sistemas disipativos alcanzan rapidamente el equilibrio mecénico y permanecen
en él a menos que se les entregue energia mediante alguna perturbacion externa.
Tienen la propiedad de permanecer mecanicamente estables en un amplio rango
de configuraciones, y estas configuraciones pueden presentar diferentes valores de
densidad, estrés, etc.

Se ha demostrado que aplicando repetitivamente perturbaciones discretas a un
sistema granular confinado en una celda o recipiente, y dejando que el sistema
retorne al equilibrio mecéanico entre perturbaciones sucesivas, las propiedades co-
rrespondientes a cada configuracion estatica del mismo evolucionan hasta alcanzar
un régimen estacionario, con valores medios y fluctuaciones bien definidos. Se ha
mostrado también que los valores alcanzados por estas propiedades en el régimen
estacionario no dependen de la historia previa que hayan recorrido en el espacio
de variables macroscopicas del sistema, sino que resultan determinadas a partir de
las caracteristicas de la perturbacion aplicada.

La posibilidad de generar estados estacionarios en las configuraciones estaticas de
los materiales granulares ha despertado gran interés en distintos grupos de investi-
gacion alrededor del mundo. Estos enfocan sus esfuerzos en intentar establecer un
marco tedrico que permita describir el estado macroscopico de los sistemas granula-
res a partir de unos pocos parametros. La propuesta méas discutida en la actualidad
se basa en la utilizaciéon de herramientas de la mecénica estadistica y es conocida
como la mecanica estadistica granular de Edwards. Para llevar adelante este tipo de
propuestas resulta indispensable establecer primero bajo qué condiciones es posible
reproducir el estado macroscopico de un sistema granular.

Mi trabajo de tesis se enfoca en el estudio de la reproducibilidad de las propieda-
des macroscopicas estructurales y mecénicas de estos materiales en el estado esta-
cionario. Para esto he estudiado la dependencia de estas propiedades con el tamafo
del sistema. Este estudio resulta de interés debido a que todos los trabajos existen-
tes en el area, experimentales y numéricos, no obtienen un acuerdo cuantitativo
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en los resultados, aunque muestren acuerdo en gran parte de su comportamiento
cualitativo.

La hipotesis central de esta tesis es que el tamafio de la muestra bajo estudio tiene
un efecto significativo no trivial en los valores medios y fluctuaciones de cantida-
des macroscopicas, como la fracciéon de volumen ocupado y el estrés. El objetivo de
esta tesis es entonces elucidar bajo qué condiciones es posible reproducir cuantitati-
vamente resultados obtenidos en experimentos independientes, donde se producen
estados estacionarios de configuraciones estaticas con diferentes tamafios de siste-
mas.

Como resultado de este trabajo implementamos un protocolo de medicién, sobre
regiones especificas del sistema. Con la implementacion de este protocolo, seremos
capaces de obtener resultados comparables entre sistemas de diferentes tamafios. A
partir de esto, encontramos que es posible definir un parametro que, caracterizando
el efecto que la perturbacion aplicada induce sobre el sistema, permite predecir el
valor alcanzado por la densidad en el estado estacionario. El pardmetro propuesto
resulta dependiente de la altura de la columna de granos del sistema y de las ca-
racteristicas propias de la perturbacion. También encontramos que un parametro
similar podria ser definido para predecir el valor del estrés en el estado estacionario.

El aporte original de este trabajo reside en establecer los criterios para seleccio-
nar la region donde llevar adelante la medida de las cantidades macroscopicas que
caracterizan al sistema y definir los métodos que deben utilizarse para que resulte
posible la comparacion cuantitativa de resultados obtenidos en sistemas de diferen-
tes tamanos.

VI
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MATERIALES GRANULARES

Desde la materia bruta utilizada en la construccién (arena, cal, rocas, etc), pasando por las nubes
de polvo y rocas que son despedidos en erupciones volcanicas o forman los anillos planetarios, hasta
los clasicos azucar, pimienta y sal, los materiales granulares nos rodean por doquier.

Estos materiales presentan propiedades particulares que los diferencian de otros tipos de mate-
riales y han sido estudiados por cientificos desde hace mucho tiempo atras [1-3]. Sin embargo, la
investigacion sistematica de sus propiedades se realiza desde hace menos de un siglo, impulsada en
sus inicios principalmente en el area de la ingenieria [4] debido a la amplia utilizacién de granulares
en los procesos industrialeg’} En los Gltimos afios, se han convertido en el tema de investigacién de
un numero cada vez mayor de cientificos alrededor del mundo.

En este capitulo discutiremos primero sobre algunas de las caracteristicas distintivas de los mate-
riales granulados. Luego, introduciremos propiedades y definiciones especificas relacionados con el
presente trabajo y concluiremos el capitulo con los objetivos y el aporte original de esta tesis.

1.1 CARACTERISTICAS GENERALES

Un material o medio granular se define como un conjunto numeroso de particulas macroscopicas
(granos) que interactian entre si de forma disipativa. Esta definicién implica que las propiedades
de interés son las del conjunto de sus particulas componentes, y que su manipulacién se refiere
siempre a la excitacion colectiva de sus componentes, no a la manipulacién de cada grano en forma
individual. Dada la complejidad de las interacciones grano-grano, estos sistemas muestran fenéme-
nos muy diversos, propios de la fisica de materia blanda y sistemas complejos. Algunos fenémenos
recurrentes son: envejecimiento, heterogeneidades dinamicas (5], ruptura de ergodicidad [6] y se-
gregacion [7].

Considerando como particulas a los granos macroscépicos y no a los atomos que los conforman, la
energia térmica de una particula (proporcional a kg T donde T es la temperatura y kg la constante
de Boltzman) resulta despreciable en comparacion con su peso. Es por esto que una vez que haya
alcanzado el equilibrio mecanico, una particula permanecera en esta configuracién mientras no sea
perturbada de forma externa. Por esta propiedad los materiales granulares son llamados materiales
atérmicos. Se ha demostrado [8]], sin embargo, que variaciones en la temperatura T del sistema
generan modificaciones de las tensiones existentes en los contactos entre particulas.

La presencia de interacciones disipativas hace que estos sistemas se encuentren generalmente en
configuraciones estaticas y resulta necesario aplicar perturbaciones externas para modificar estas

1 Son de hecho la forma de manipulacién de materiales mas utilizada en el mundo, luego del agua.
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configuraciones. Por la complejidad que imponen las fuerzas de rozamiento estatico, el estado final
de equilibrio mecénico alcanzado no puede ser especificado sdlo mediante el conocimiento de las
posiciones de sus particulas. Es necesario saber la historia del sistema, es decir, los procesos de
manipulacion aplicados. Esto introduce complejidad en el sistema, comportamientos no lineales e
histéresis [9].

Otra caracteristica importante de mencionar es que el nimero de particulas que componen estos
sistemas, por muy grande que puedan resultar, siempre sera 6rdenes de magnitud menor que el
nimero de particulas que componen los sistemas termodinamicos’} Mas aun, si tomamos en consi-
deracion que el estudio de las propiedades de estos sistemas se realiza generalmente sobre muestras
en un laboratorio o en simulaciones numéricas, el numero de granos considerados resulta todavia
menor. Esto hace que no sea simple definir un limite para el tamafio de los sistemas granulares a
partir del cual resulte posible garantizar que las propiedades medidas sobre un sistema de tamafo
determinado sean comparables con las medidas realizadas sobre sistemas de diferente tamarios.

Suele decirse que los materiales granulares constituyen un nuevo estado de agregacion de la
materia ya que presentan, dependiendo de las caracteristicas del entorno en que se encuentre, com-
portamientos completamente diferenciables. Pueden, al encontrarse confinados en un recipiente de
paredes rigidas, presentar propiedades caracteristicas de los sélidos, como la de soportar esfuerzos
y mantener su forma atn al ser sometido a tensiones. El ejemplo mas claro en relaciéon a este com-
portamiento puede verse en la arena que se encuentra en las playas, y en su capacidad de soportar
el peso de quienes caminan sobre ella. Estos materiales también pueden presentar comportamientos
fluidos. Estos comportamientos son consecuencia de someter al sistema a perturbaciones continuas,
ya sea por accion de la gravedad, como sucede en las descargas de silos o en las avalanchas, o so-
metiendo al sistema a vibraciones mecanicas. Por ultimo, es posible encontrar a estos materiales en
configuraciones llamadas gaseosas, cuando la intensidad de la perturbacion que se les aplica supera
en mucho el efecto de la gravedad, en el caso de las tormentas de arena, o incluso, cuando el efec-
to de la gravedad se vuelve menos relevante, como en el caso de las nubes de rocas y polvos que
componen los anillos de Jupiter o las colas de los cometas.

Por lo expuesto anteriormente es que estos materiales presentan comportamientos particulares
que suelen resultar no intuitivos y sorprendentes. Un ejemplo es el fenémeno de segregacion [7]].

Si se perturba a un sistema granular compuesto de una mezcla de particulas de diferentes carac-
teristicas (ya sea densidad, tamarfio, coeficiente de friccion, etc.) de forma fluidizante (como dijimos
antes, esto puede hacerse aplicando vibraciones continuas, o dejando al material fluir por la ac-
cion de la gravedad) los distintos componentes del sistema tienden a separarse, formando fases con
diferentes concentraciones relativas (Fig. [1).

En la foto de la izquierda de la Fig. [l puede verse un patrén tipico que se forma al construir una pi-
la de arena usando dos tipos diferentes de tamarfio de granos. Este tipo de patrén se produce debido
a que el angulo de inclinacién que adquieren las pilas (dado por el angulo de avalancha) es carac-
teristico del material con que se forma. Al construir una pila a partir de una mezcla de particulas
con angulos de avalancha diferentes, se producen avalanchas a distintas inclinaciones, formando
un patrén de lineas inclinadas intercaladas. En la foto derecha de la misma figura podemos ver el
mismo efecto, pero producido dentro de un tambor estrecho que gira a una velocidad angular cons-
tante. La diferencia entre los angulos de avalancha de los distintos tamafios de grano forma aqui un

2 Un silo de camparia contiene del orden de 1010 granos de cereal mientras que una muestra de cualquier material contiene del orden de 102 4tomos.
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Figura 1.: Patrones tipicos hallados en segregacion granular. (a) Pila de arena (imagen extraida de ). (b) Tambor
rotante (imagen extraida de [11]). Ambas imagenes corresponden a una mezcla de particulas de dos tamarios
que pueden distinguirse por color.

patrén tipico con forma de pétalos. El nimero de estos pétalos depende de la velocidad de rotacion

del sistema [12]].
1.2 CADENAS DE FUERZAS, ARCOS Y EFECTO JANSSEN

En esta seccion explicaremos algunos efectos particulares que se pueden observar en el comporta-
miento de los materiales granulares e introduciremos definiciones que utilizaremos luego a lo largo
de la tesis.
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Figura 2.: Sistema granular bidimensional compuesto de particulas fotoelasticas en el interior de una tolva, colocada
entre dos polarizadores cruzados (imagen extraida de [J11]]). Las regiones iluminadas representan las particulas
con mayor tension. Se ve que los esfuerzos se distribuyen de forma no homogénea. Este tipo de distribucion
de esfuerzos es llamado cadenas de fuerzas.

Se llama cadena de fuerzas [13] a los patrones que toma la distribucién de esfuerzos en el inte-
rior de un material granular (Fig. [2). Los esfuerzos en estos materiales no se distribuyen de forma
uniforme, sino que se propagan a través de los contactos presentes en el sistema y, dependiendo
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de la historia en que estos fueron creados, no todos los contactos resultan igual de tensionados. Es
por eso que se generan patrones en forma de red, que muestran cadenas de particulas fuertemente
tensionadas y ramificaciones. También pueden verse particulas que, ain teniendo gran cantidad de
material granular sobre ellas, no soportan ningun esfuerzo significativo.

En el interior de un granular en equilibrio mecénico existen estructuras de particulas mutuamen-
te sustentadas, denominadas arcos (Fig. .

Figura 3.: Representacién esquematica de un arco. Por definicién, las particulas que componen un arco se encuentran
mutuamente sustentadas, por lo que el arco colapsa al remover cualquiera de ellas.

Los arcos pueden estar formados por distinto numero de particulas. Se ha visto [14] que el volu-
men de un sistema granular esta relacionado con la distribucion de tamafios que presentan estos
arcos en la configuracion estudiada.

La formacion de arcos en la proximidad del orificio de salida de los silos o tolvas, es la responsable
de los atascos que se producen en el sistema, y que detienen el flujo de particulas. Un ejemplo de
este tipo de arcos puede verse también en la Fig.

Cabe remarcar que si bien se ha encontrado una correlacion entre arcos y cadenas de fuerzas [15]],
no existe una correspondencia uno a uno entre estos dos tipos de estructuras.

250
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Figura 4.: Efecto Janssen. Puede verse, en funcion de la masa total Mt contenida en el silo, el valor de la masa aparente
Mapp, calculada a partir del valor de la presion ejercida sobre la base. Los cuadrados llenos muestran la masa
aparente que soporta la base del silo cuando se realiza una movilizacion total entre las paredes del silo y
los granos. Los rombos vacios indican la masa aparente medida en un sistema en que sélo se realizé una
movilizacién parcial. Puede verse que en el primer caso las paredes soportan la mayor parte del peso del
sistema, mientras que en el segundo caso una gran parte del peso descansa en la base. En linea de trazos se
indica el comportamiento que corresponderia a un sistema fluido. Este grafico fue extraido de [16]].
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El efecto Janssen [17] es el fendémeno por el cual la presion ejercida sobre la base de un silo que
contiene granos no crece de forma proporcional a la altura de la columna de materia que soporta
(como si sucede con los tanques de agua) sino que alcanza un valor de saturacion. Este valor depende
entre otras cosas del ancho del silo.

El valor de saturacion que alcanza la presion en el efecto Janssen depende también del movimiento
relativo entre las particulas y las paredes del silo que sucede cuando el sistema alcanza el equilibrio.
Hemos mostrado por ejemplo [16]], que al llenar un silo dejando caer material granular en su interior,
la presion que se ejerce sobre la base resulta levemente menor que la que ejerceria el peso real
del sistema. Pero si una vez alcanzado el equilibrio mecénico, se moviliza el sistema, elevando
por ejemplo, poco a poco las paredes del silo (en este experimento la base del silo se encontraba
desconectada de las paredes laterales), puede alcanzarse un limite en que la presiéon que siente la
base satura en la forma que describe Janssen. Esto puede verse en la Fig. [4] Este comportamiento
también ha sido reportado en el trabajo [18]]. Este fendmeno resulta importante en el disefio y
construccion de silos y tolvas.

1.3 FRACCION DE VOLUMEN OCUPADO ¢

La fraccién de volumen ocupado, fracciéon de empaquetamiento o compacidad ¢ de un sistema
granular estd definida como
00lyeq)

¢ = , (1)

vozaparente
donde vol,,, es igual a la suma de los volimenes de cada particula en el sistema, mientras que
UOluparente es el volumen total que el sistema ocupa como un todo, incluidos los espacios vacios
que se forman entre los granos. Este parametro es una medida de la densidad del sistema, esta
relacionada con el volumen V, pero, al ser intensivo, resulta comparable entre sistemas diferentes.
Sin embargo, como comentaremos en el Cap. (3} la medicion de ¢ (fundamentalmente en sistemas
tridimensionales) no resulta un trabajo sencillo.

La introduccién del parametro ¢ resulta importante porque se ha demostrado [j19] que, bajo deter-
minadas formas de manipulacién del sistema, este parametro resulta reproducible. Comentaremos
esto en la seccion siguiente.

Como puede verse en la Fig. |5} ¢ de un mismo sistema puede tomar diferentes valores dependien-
do de la posicién de sus particulas. Esta figura muestra un mismo sistema granular, confinado en
una celda bidimensional y consistente de 2000 particulas circulares, en dos configuraciones “mi-
croscopicas” diferentes, que resultan en distinto valor de ¢.

Como dijimos antes, la variacion del volumen ocupado por el sistema, y por lo tanto de ¢, esta
relacionada con la distribucién de tamarios de arcos en el mismo [14]]. Existen discusiones abiertas
acerca de los limites que ¢ puede alcanzar en sistemas desordenados. Los limites mayor y menor
que esta magnitud puede tomar son llamados Random Close Packing (RCP) y Random Loose Packing
(RLP) respectivamente. En la tabla 1] se muestran los valores mas aceptados [[20]] de estos limites para
particulas monodispersas, esféricas (3D) y circulares (2D).

Para valores de ¢ mayores al RCP suele decirse que el sistema presenta regiones cristalizadas. Se
ha visto en algunos casos que sistemas monodispersos (con mayor frecuencia en sistemas bidimen-
sionales) pueden presentar cristalizacion si se los perturba de forma suave. Dos formas de evitar
este efecto consisten en: (1) utilizar celdas contenedoras de dimensiones no conmensurables con el
didmetro de las particulas y (2) la introduccion de polidispersidad en el tamano de los granos.
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Figura 5.: Foto de dos configuraciones “microscopicas” diferentes de las particulas de un mismo sistema confinado en
una celda bidimensional que resultan en distinto valor de su fraccién de empaquetamiento ¢. (a) ¢ ~ 0,798.
(b) ¢ =~ 0,822.

RCP RLP
2D 0.82 0.775
3D 0.64 0.6

Tabla 1.: Valores limites Random Close Packing (RCP) y Random Loose Packing (RLP) de ¢ para esferas y discos de
tamarfios monodispersos, extraidos de la Ref. [20].

Es importante destacar que el concepto mismo de RCP presenta controversias. En particular, Tor-
quato et al. [21] argumentan que es imposible definir tal estado y proponen un estado de referencia
nuevo, al que llaman Maximally random jammed state, que puede ser definido de forma precisa.

1.4 COMPACTACION POR GOLPES

Es sabido que al aplicar golpes sobre un sistema granular confinado es posible cambiar el volu-
men V' que este ocupa. Esto podemos verlo cuando llenamos saleros o azucareras y golpeamos el
recipiente para poder introducir en el mismo mas sal o azucar. Al golpear de forma muy suave es
posible conseguir que el sistema alcance mayores densidades. Se ha estudiado [19}22] que la forma
en que la densidad evoluciona al aplicar los golpes sigue una funcion del tipo logaritmica con el
numero de golpes aplicados. Esto hace que el régimen estacionario (donde la densidad del siste-
ma deja de evolucionar al seguir aplicando golpes) resulte practicamente inalcanzable. En el afio
1997, sin embargo, se introdujo un protocolo de perturbacién [19] mediante la implementacion de
un “recocido” (annealing), que permitia disminuir el tiempo que requeria al sistema alcanzar un
estado estacionario. Este trabajo es la base de muchos trabajos posteriores, y es conocido como "El
experimento de Chicago®.

El Experimento de Chicago consisti6 en la aplicacion de golpes suaves a un sistema granular com-
puesto por esferas de vidrio monodispersas de diametro d, confinadas dentro de un tubo cilindrico
angosto de didametro D (D ~ 10d). La altura de la columna de material era de aproximadamente
400d. El protocolo de recocido implementado consisti en recorrer una rampa creciente de inten-
sidades de perturbacion (donde cada amplitud era levemente superior a la amplitud precedente),
aplicando con cada intensidad del orden de 10° golpes al sistema, y registrando el valor final de ¢
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Figura 6.: p (aqui p se utiliza de forma equivalente a ¢) como funcion de I" obtenidos en el Experimento de Chicago [19].
El protocolo de recocido se realizd siguiendo primero una rampa creciente de valores I' (circulos llenos),
luego una rampa decreciente (circulos vacios) y finalmente una rampa nuevamente creciente (cuadrados
llenos). Puede verse que luego de transitar un conjunto de estados irreversibles (rama irreversible) el sistema
permanece en el régimen reversible, donde el valor de ¢ resulta dependiente inicamente del valor I" de la
perturbacion aplicada, sin importar la historia del protocolo de perturbacion. Gréfico extraido de [19].

antes de modificar la intensidad. Luego aplicaron la misma rampa de intensidades pero en sentido
inverso (intensidades decrecientes). Repitieron esto varias veces, siempre sobre la misma muestra
de granos. La intensidad del golpe aplicado fue caracterizada mediante la aceleracion reducida I'

I'= ﬂmax/g (2)

donde 4,4y es la aceleracion méaxima alcanzada por el sistema durante la perturbaciéon y g es la
aceleracion de la gravedad. Lo que encuentran estos autores es que al incrementar el valor de I el
valor final alcanzado por ¢ resulta cada vez mayor, hasta un valor de intensidad I'*, a partir del
cual ¢ se vuelve decreciente (ver Fig. @ Al recorrer los valores de I' en sentido inverso, observan
que ¢ como funcion de I resulta ahora una funcién mondétona decreciente, y ya no vuelve a tomar
los valores alcanzados en la rampa creciente. Al repetir reiteradamente este protocolo (sobre el
mismo sistema granular, sin vaciar el recipiente) comprueban que los valores de ¢ caen una y
otra vez sobre la misma curva (que llamaran rama reversible), y quedan entonces determinados
univocamente a partir del valor dado a I'. Este resultado fue importante porque establece por un
lado, que existen regimenes estacionarios reproducibles para ¢ (con valor medio y fluctuaciones
bien definidas). Por otro lado, desarrolla un método por el cual es posible hacer que el sistema
atraviese los estados transitorios intermedios rapidamente, y acceda a estos estados estacionarios
en un tiempo considerablemente menor que el que llevaria (si esto fuese posible) alcanzar estos
estados mediante la aplicaciéon de numerosos golpes con la misma intensidad.

El resultado obtenido en el Experimento de Chicago fue corroborado por diversos grupos [22-24]
y durante mucho tiempo se consideré que la funcion ¢ era monétonamente decreciente con I'.
Esto implicaba, entre otras cosas, que el estado mecanico macroscopico del sistema quedaba de-
terminado Unicamente dando el valor de su volumen ocupado. Sin embargo, en el afio 2008 se
presentaron evidencias que complementaban este comportamiento y que mostraban que, al aumen-
tar suficientemente I', ¢ alcanzaba un valor minimo y se volvia luego una funcioén creciente de
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I'. Este resultado fue obtenido primero en forma numérica, mediante la implementacion de varios
modelos granulares [14]]. En el afio 2010 pudimos verificarlo de forma experimental [25] sobre un
sistema granular cuasi-bidimensional. En la Fig. [7| puede verse la rama reversible que resulta del ex-
perimento mencionado. Los tridngulos naranjaas (hacia arriba) corresponden a la aplicacién de un
protocolo de recocido similar al del experimento de Chicago (decreciendo desde altas amplitudes
I') y los triangulos verdes (hacia abajo) corresponden a haber utilizado una configuracién inicial
ordenada distinta para cada I" aplicado.
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Figura 7.: Rama reversible de ¢ en el estado estacionario como funcién de I'. Este resultado fue medido experimental-
mente sobre un sistema cuasi bidimensional de particulas esféricas, la celda tenia un ancho L aproximado
de 28 didmetros d de particulas y la altura aproximada del sistema correspondia a 35d. Las diferentes curvas
corresponden a distintas condiciones iniciales. Los tridngulos naranjas hacia arriba corresponden a un proto-
colo de recocido con valores de I' en una rampa decreciente. Los triangulos verdes hacia abajo corresponden
a utilizar una configuracion inicial diferente para cada I'. Gréfico extraido de la Ref. [25].

Se demostr6 ademas [25,26] que los estados correspondientes a un mismo valor de ¢ (a cada lado
del minimo) pero obtenidos mediante la aplicacion de intensidades I' diferentes, poseian caracte-
risticas que los hacian diferenciables. Una de las caracteristicas fundamentales resulto el tensor de
esfuerzos X que, a diferencia de ¢, mostraba un comportamiento monétonamente creciente con I'.
Este hecho abri6é un nuevo panorama en el estudio de las propiedades de los estados estacionarios
de equilibrio mecanico en los materiales granulares, y planteé la necesidad de encontrar nuevos
parametros que permitan definir univocamente estos estados a nivel macroscopico.

1.5 TERMODINAMICA GRANULAR

Uno de los objetivos centrales buscados en el estudio de los sistemas granulares estaticos es es-
tablecer si resulta posible definir el estado mecanico del sistema a través de unas pocas variables
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macroscopicas. El estado mecanico aqui no implica una tnica configuracion estatica (a la que lla-
maremos microestado o simplemente configuracion) sino la coleccion de estas configuraciones que
se suceden en el estado estacionario obtenido por la aplicacién repetitiva de una perturbacion ex-
terna. La determinacion de estas variables macroscopicas resulta central para el desarrollo de una
“termodinamica granular”. La existencia de estados estacionarios de ¢ que discutimos en la seccién
anterior hace pensar al volumen V' = Nv¢ /¢ (donde vq es el volumen de un grano y N el niimero
de granos en el sistema) como un fuerte candidato a variable termodinamica extensiva. Sin embar-
go, el descubrimiento de estados que presentan el mismo ¢ pero pueden ser diferenciables a partir
de otros parametros macroscopicos [25[26], muestra que esta variable no resulta suficiente.

Han sido propuestos diversos marcos tedricos para formalizar el estudio de estos materiales, algu-
nos de los cuales han partido incluso del uso de herramientas de la teoria de la informacién [27]]. La
propuesta que ha tomado mas relevancia en los ultimos afos, sin embargo, es el modelo propuesto
en el afio 1989 por Edwards y Oakeshott 28] en el que, partiendo de analogias entre los sistemas
granulares y los sistemas estudiados por la mecanica estadistica clasica (las cuales discutiremos en el
capitulo siguiente), se propone la utilizacion de las herramientas matematicas desarrolladas por esta
ultima para avanzar hacia una mecénica estadistica granular. Esta propuesta ha sido controvertida
y ha servido de base para numerosos trabajos [29H33]; algunos de los cudles la apoyan, mientras
que otros la cuestionan. Discutiremos las bases de este enfoque con mas detalle en el capitulo si-
guiente (Cap. . Uno de los principales inconvenientes con que se encuentran actualmente este tipo
de propuestas tedricas es la imposibilidad de comparar cuantitativamente resultados obtenidos en
distintos laboratorios.

1.6 ESTRUCTURA DE ESTA TESIS Y APORTE ORIGINAL

Una premisa basica para el desarrollo de modelos y marcos tedricos con capacidad predictiva a
nivel cuantitativo en fisica es la posibilidad de reproducir fielmente experimentos en forma inde-
pendiente. Esto lleva implicito la definicion precisa del sistema de estudio, de las condiciones en que
debe realizarse el experimento y los detalles en la forma de medicién. Cumplir con esta premisa es
aun una materia pendiente en varias areas la fisica de materiales granulares, en nuestro caso, en
la generacion de estados estacionarios de empaquetamientos granulares estaticos con excitaciones
pulsadas.

Como comentamos en la seccion numerosos grupos de investigaciéon han intentado repro-
ducir el Experimento de Chicago realizando experimentos [24,[25,(34-36] y simulaciones numéri-
cas [14,[23,/37-42]]. Todos estos trabajos resultan cualitativamente consistentes, ya que obtienen la
rama reversible de ¢ como funcion de la aceleracion reducida del sistema I' encontrada por Nowak
et al. [19]. Sin embargo, los valores de ¢ reportados, y su correspondencia con I, varian de un tra-
bajo a otro. En ningin estudio se han comparado en forma directa curvas obtenidas por diferentes
grupos de investigacion. En muchos casos el material granular utilizado (o el modelo numérico) es
comparable al de otros grupos por lo que no se pueden atribuir las diferencias al uso de un material
(o modelo) diferente. Algunos autores han propuesto para caracterizar la perturbacion aplicada al
sistema parametros alternativos a I' [35}[36] con el objetivo de reconciliar resultados obtenidos per-
turbando sistemas de igual tamafio, con pulsos de diferente duraciéon. Sumado a esta inconsistencia
cuantitativa entre los resultados de ¢ de experimentos independientes, se encuentra el hecho de que
no existen demasiados trabajos que realicen mediciones sobre el tensor de esfuerzos X.. Esto hace
que sea dificil ain asegurar que experimentos independientes produzcan valores comparables de X,
tanto cualitativa como cuantitativamente.
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Nuestra hipotesis de trabajo es que las diferencias existentes entre los resultados obtenidos por
diferentes laboratorios al intentar reproducir el experimento de Chicago son consecuencia de la
diferencia de tamafnos de los sistemas estudiados como asi también de la forma de medicion de
¢ y 2. En general, estos aspectos son pasados por alto en muchos estudios y por lo tanto no se
reproducen (ni se reportan) adecuadamente estas condiciones.

En sistemas atomicos, una muestra incluso pequena del material (aunque no nanoscépica) asegu-
ra que el sistema contiene un ntimero suficientemente grande de 4tomos (=~ 10?3) para despreciar
los efectos de tamario finito y de borde. En dichas condiciones se dice que el sistema cumple con el
limite termodinamico. No existe actualmente una condicion precisa sobre cudndo se cumple el “limi-
te termodinamico” para sistemas granulares. Las muestras de laboratorio de materiales granulares
son generalmente pequefias (decenas de didmetros de granos).

Utilizaremos el método de compactacién por golpes introducido en la Ref. [43]] para generar
estados estacionarios de configuraciones granulares estaticas. Nos enfocaremos en el régimen de
amplitudes de perturbacién donde la funcién ¢ vs. I' fue reportada como no mondtona [14].

Este trabajo sera realizado con simulaciones numéricas. Utilizaremos un modelo de esferas blan-
das con roce que ha sido ampliamente probado por otros autores [44-46]. Detallaremos este modelo
en el Cap.

Mostraremos resultados que indican que el comportamiento no mondtono de ¢ vs. I' no se de-
be a un efecto del tamarfio finito del sistema. Discutiremos sin embargo, en consonancia con otros
trabajos (Refs. [35}36]), que el pardmetro I' no resulta indicado a la hora de caracterizar la pertur-
bacion sobre el sistema. A diferencia de las propuestas de las Refs. [35,/36], argumentaremos que
el tamano del sistema, en particular la altura de la columna de granos, es una variable que debe
ser incluida en la definicion de cualquier pardmetro alternativo. Propondremos, inspirados en la
Ref. [14]], una nueva variable (que llamaremos expansion efectiva €), que da cuenta del efecto pro-
ducido sobre el sistema por la perturbacion. Este resulta dependiente tanto de las caracteristicas de
la perturbaciéon como de las dimensiones del sistema sobre el que esta se aplica. Mostraremos que
€ permite comparar resultados de experimentos independientes (con sistemas de tamano diferente)
y contiene como caso particular al pardmetro propuesto en [35]], cuando no se considera un cambio
de tamario en los sistemas analizados. Ademas, mostraremos que para reproducir valores de ¢ y
sus fluctuaciones es necesario realizar las mediciones sobre sistemas suficientemente anchos y en
regiones convenientemente elegidas.

Estados estacionarios que presentan igual ¢ obtenidos a partir de la aplicacion de perturbaciones
muy diferentes en intensidad resultan distinguibles al considerar el tensor de esfuerzos 2 como lo
hemos mostrado en [25]]. Investigamos aqui también el comportamiento de X en los distintos ta-
marios de sistemas estudiados. Encontraremos que esta variable resulta fuertemente dependiente de
la altura del sistema y que para reproducir su valor en experimentos independientes es importan-
te asegurar que las alturas de la columna de granos de las muestras sean comparables. Asimismo,
destacaremos que para bajas amplitudes de perturbacion X estd fuertemente afectado por efectos
de memoria en la interaccién entre los granos. Ain cuando considerando mediciones de ¢ el es-
tado parece estar bien definido, los efectos de memoria producen que el valor de X sea diferente
en realizaciones independientes de las simulaciones. Este es un resultado importante debido a que
la mayoria de los trabajos en el area se realizan sobre regimenes de bajas intensidades de golpe,
estudiando el comportamiento de la variable ¢, sin verificar la reproducibilidad de 2.

El resto de esta tesis esta estructurada de la siguiente manera. En el Cap. [2|discutiremos el marco
tedrico sobre el que se apoya la corriente principal de pensamiento en materiales granulares estati-
cos. Discutiremos controversias existentes en relacién al comportamiento de las variables macroscé-
picas ¢ y 2y sus fluctuaciones. En el Cap. |3|detallaremos las herramientas numéricas utilizadas. En
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el Cap. |4 discutiremos algunos aspectos basicos sobre el comportamiento de los sistemas estudiados
y mostraremos resultados preliminares que justifican la eleccion del rango de intensidades de pulsos
estudiados. En particular describiremos la forma en que seleccionaremos la region de analisis, que
sera crucial para permitir la comparacion de resultados obtenidos en sistemas de diferentes tama-
nos. En el Cap [5| mostraremos los resultados y discutiremos las condiciones que deben cumplirse
para poder comparar cuantitativamente medidas realizadas sobre sistemas de diferente tamarfo. Fi-
nalmente, en el Cap. [6| resumiremos las conclusiones de la presente tesis y propondremos lineas de
investigacion futuras a la luz de los resultados encontrados.
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El estudio sistematico de los materiales granulares, como establecimos en el capitulo anterior,
constituye una disciplina relativamente nueva. A lo largo de esta tesis nos referiremos a estados
donde el material granular se encuentre en reposo en configuraciones de equilibrio mecanico.

Desde hace unos afios se han enfocado esfuerzos, de distintos grupos de investigacion en el mundo,
hacia encontrar un marco tedrico que pueda describir este tipo de materiales y su comportamiento.
En particular se busca proponer una descripciéon macroscopica con la que, a partir de unos pocos pa-
rametros, pueda definirse de forma univoca el estado de una muestra. En la actualidad la propuesta
mas desarrollada a este fin es la teoria estadistica granular de Edwards [28] que, como explicare-
mos de forma detallada en las secciones siguientes, utiliza algunas analogias existentes entre los
materiales granulares y los sistemas termodinamicos.

Discutiremos en el presente capitulo que existen puntos de controversia entre resultados obtenidos
en distintos laboratorios. Esto genera que la busqueda de un marco teérico se vuelva incierta, ya
que primero seria importante definir sobre los resultados de qué sistema y bajo qué condiciones
contrastar la teoria propuesta.

En esta tesis vamos a trabajar sobre la hipotesis de que las diferencias observadas entre los distin-
tos laboratorios esta relacionada a efectos de tamarfio de los sistemas estudiados. Con ese enfoque,
en el presente capitulo, contaremos algunas de las discusiones abiertas acerca del tipo de comporta-
miento de estos materiales. Discutiremos acerca de los principales postulados de la teoria estadistica
granular de Edwards y las implicancias que estos postulados conllevan. Para hacer esto, primero re-
pasaremos de forma breve los principales postulados de la mecanica estadistica clasica.

2.1 MECANICA ESTADISTICA

En esta seccion repasaremos brevemente algunos conceptos basicos de la mecanica estadistica,
que seran utilizados en el resto de la presente tesis. Consideraremos sélo sistemas clasicos, donde
las coordenadas y las velocidades de las particulas en el sistema resultan definidas y pueden tomar
un rango continuo de valores.

El objetivo de la mecanica estadistica consiste en explicar como el comportamiento macroscopico
de un sistema surge del movimiento microscopico de sus componentes. Establece una relacion entre
cantidades macroscopicas (entropia S, volumen V, etc.) y cantidades microscopicas (posiciones y
velocidades individuales de las particulas, etc.). Esta conexién resulta expresada en el postulado de
Boltzman donde se define la entropia S de un sistema aislado del resto del universo (que mantie-
ne por tanto su energia interna U constante) como proporcional al logaritmo del volumen (2 del
espacio de fases accesible al sistema

S(U) = kg log Q, (3)
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donde kg es conocida como la constante de Boltzman. Podemos escribir el volumen del espacio de
fases de la forma

Q= C(N) [ o[H(q) ~ Uldg @

donde H es el Hamiltoniano correspondiente al sistema y g simboliza las coordenadas generalizadas
de las particulas en el sistema que definen el estado a nivel microscopico. La funcién delta de Dirac
selecciona todas las configuraciones que satisfacen la restriccion impuesta al sistema de que su ener-
gia interna U debe permanecer constante. La constante C(N) (con N el ntimero de particulas en el
sistema) depende del nimero de grados de libertad presentes y es necesaria para asegurar, por un
lado la adimensionalidad del argumento del logaritmo y por otro lado la extensividad de la entro-
pia S. Esta formulacion establece una relacion entre las cantidades microscopicas y macroscopicas
del sistema porque, como podemos ver, el lado izquierdo de la ecuacién contiene s6lo informacién
macroscopica, mientras que el lado derecho involucra sélo cantidades microscopicas.

En esta definicion estd implicita la suposicion de que el sistema satisface el llamado principio
ergodico. Este principio establece que para sistemas aislados, el promedio temporal A de una dada
propiedad fisica A medida sobre un tiempo suficientemente largo, resulta equivalente a realizar
el promedio no pesado (o equiprobable) < A > sobre el espacio de estados microscopicos (o mi-
croestados). Esta propiedad permite obtener valores medios de variables del sistema sin necesidad
de conocer su trayectoria temporal en el espacio de fases. Generalmente se parte de la suposicion
de ergodicidad de los sistemas bajo estudio y se justifica posteriormente la hipdtesis, en virtud del
acuerdo alcanzado entre la prediccion tedrica y los experimentos. Sin embargo, no todos los sistemas
cumplen el principio ergddico, es decir, no todos los sistemas recorren una muestra representativa
del espacio de fases al evolucionar en el tiempo. Es habitual encontrar materiales que bajo ciertas
condiciones no cumplen este principio (por ejemplo los vidrios) y en los que se dira que hay una
“ruptura de ergodicidad”.

El tipo de descripcion que acabamos de discutir, donde se considera un sistema aislado del resto
del universo, que mantiene su energia interna U constante, es llamado ensamble microcanénico.

La restriccion de sistema aislado no resulta adecuada en la mayoria de los casos, en los que es-
tamos interesados en estudiar propiedades en sistemas que pueden intercambiar energia, volumen,
masa, etc. con el resto del universo. Para esto resulta util trabajar en otro tipo de ensamble que
se adapte a la restricciéon impuesta al sistema en cada caso. Por ejemplo, podemos estar interesa-
dos en estudiar un sistema que, en contacto con un bafio térmico con el que puede intercambiar
energia U, posee una temperatura T constante (ensamble canonico). Recordemos que el formalismo
termodinamico define la temperatura T como variable conjugada de U

1/T =9S5/0U, (5)

y que por lo tanto T resulta una variable intensiva, es decir, que resulta independiente de N.

Es posible, partiendo la de descripcion microcandnica, suponer un sistema aislado (con energia
constante U) como compuesto de dos subsistemas, un subsistema R de gran tamafio, que tomar3 el
papel de reservorio y un sistema B pequefio en contacto térmico con el anterior. De esta supocision
es posible derivar ecuaciones que permitan predecir cantidades correspondientes al subsistema B,
como funcion sélo de variables internas del mismo subsistema y de la temperatura T del bafio
térmico [47]. Asi, es posible definir un valor medio Up para el valor de la energia interna del
sistema B mediante la ecuacion

_ f H(qB)g_H(qB)/kBquB

Up(T) Z(T) ,

(6)
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donde
Z(T) = /e—H(qB)/kBquB )

es la llamada funcién de particién del sistema. La Ec. (6) puede ser reescrita en términos de Z(T)
como (omitirmos en adelante el sub indice B por referirnos siempre a variables pertenecientes al

subsistema B)
olnZ(T)
UT) = ———5— 8
)= ®
con B = (kpT)~!. De esta ecuacion es facil ver que [n(Z(T)) es una funcién que escala con el
numero N de particulas en el sistema de la misma forma que U (recordemos que la energia interna
es una variable extensiva). El valor de la energia interna presentara fluctuaciones oy respecto al

valor U y puede demostrarse [47] que estas fluctuaciones pueden ser escritas a través de la relacion

ot = 9*In(Z) /0B (9)
Para poder llevar adelante un analisis termodinamico en un sistema fisico este debe satisfacer
determinados requisitos. Algunos de los requisitos estan relacionados con la necesidad de que, al
menos localmente, el sistema pueda considerarse homogéneo a escala macroscopica, que las dimen-
siones de estos sistemas puedan considerarse infinitas con respecto a sus partes componentes (cuyo
numero debe ser muy grande) y que los efectos de superficie sean despreciables. Este es el llamado
limite termodinamico [47]. En este limite las magnitudes que caracterizan al sistema pueden cla-
sificarse en extensivas e intensivas. Las propiedades extensivas son aquellas cuya magnitud varia
proporcionalmente con el tamafio (o nimero de particulas N) del sistema o subsistema analizado.
Que una variable F sea una variable extensiva significa entonces que, dado un sistema A compuesto
de dos sistemas Al y A2, cada uno con un nimero N1y N2 de particulas, es posible escribir

F(A) = F(A1) + F(A2) (10)

donde no hay término de correlacion entre los distintos subsistemas. Una excepcion a esta ecuacién
puede encontrarse en algunos estados criticos, donde existen correlaciones de largo alcance. Las
propiedades intensivas por su parte son aquellas que permanecen invariantes, independientemen-
te del tamario del subsistema analizado. Alcanzado el limite termodindmico, los valores de estas
cantidades resultan independientes de la forma o el tamafio de la region analizada (excepto por el
escalado correspondiente de las variables extensivas). Dentro de las variables termodinamicas ex-
tensivas tenemos la entropia S, el volumen V/, la energia interna U, etc. En el limite termodinamico
puede verse que la Ec. (o) implica

oy & \/N (11)

Este es un resultado importante y es valido para las fluctuaciones, en el limite termodinamico, de
todas las magnitudes extensivas [47].

En esta tesis discutiremos bajo qué condiciones los estados estacionarios de un sistema granular
estatico cumplen con las propiedades del limite termodinamico y del principio ergédico.

2.2 MECANICA ESTADISTICA GRANULAR

Basandose en analogias entre los sistemas estudiados por la mecanica estadistica y los sistemas
granulares en el afio 1989 Edwards y Oakeshott [28]] proponen utilizar las herramientas y el forma-
lismo matematico desarrollado por la mecénica estadistica para formular un marco teérico para el
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estudio de los materiales granulares. Las analogias sobre las que se basa esta propuesta son por un
lado que ambos pueden considerarse compuestos de un niimero grande de particulag/] y por el otro,
que resulta posible reproducir el estado macroscopico de empaquetamientos granulares estaticos
preparando al sistema bajo un mismo protocolo. Argumentan que los materiales granulares poseen
una entropia S, pero que es el volumen V' del empaquetamiento quien ocupara el lugar que la ener-
gia interna U ocupa en la mecénica estadistica. Esto debido a que sin considerar la composicion
microscopica de cada grano, la energia de agitacion térmica de un sistema granular a temperatura
ambiente resulta despreciable.

A partir de las consideraciones mencionadas, la Ref. [28] propone una correspondencia entre las
variables utilizadas en la mecanica estadistica y las variables con las que intentaran caracterizar el
sistema granular. Esta correspondencia se encuentra resumida en la Tabla

Mecanica estadistica H Estadistica granular

u v
S(U;V;N) S(V;N)
H W
1/T =9S/0U 1/X =09S5/9V

Tabla 2.: Pasaje de la mecanica estadistica a la mecénica granular propuesta por Edwards en 1989 [28].

Aqui la variable X es llamada compactividad y W(q) es la funcién que determina el volumen V
del sistema a partir de la configuracion microscopica de los granos. Segun Edwards la compactividad
X, variable conjugada del volumen V, mide el grado de “esponjosidad” del sistema, lo que resultaria
en: X = 0 para la configuracion mas densa y X = oo para la menos densa posible en el sistema [28]].
Suele decirse que es una variable analoga a la temperatura 7.

Utilizando el analogo granular al ensamble microcandnico (es decir, suponiendo fijo el volumen
V del sistema) la entropia quedaria definida mediante la expresion

S(V)= log Q) (12)

donde
Q= [ov-wgle) 13)
con
O(q) = 1 Sila configuracién g es mecanicamente estable
7=\ 0 Sila configuracién g no es mecdnicamente estable

(14)

La funcion ®(q) cumple entonces la tarea de pesar en la integral sélo estados correspondientes a
configuraciones mecanicamente estables.

En el trabajo mencionado [28]] se plantea también la hipdtesis de que todos los estados (micros-
copicos) compatibles con un V' especifico son equiprobables (en analogia con lo que sucede en el
ensamble microcanénico). Esto esta relacionado con el principio ergddico, que mencionamos en
la seccidn anterior y resulta controversial en la comunidad granular. Se han realizado trabajos [6]]
que muestran en particular que esta propiedad es cumplida por los empaquetamientos granulares
estaticos so6lo bajo ciertas condiciones. Retomaremos esta discusion en la seccion

La formulacién de la mecanica estadistica granular desarrollada por Edwards abrié grandes pers-
pectivas al estudio sistematico de los materiales granulados, apuntando al desarrollo de una teoria
similar a la termodinamica que sea aplicable a estos sistemas. Para el desarrollo de esta teoria era

Aunque se sabe que el nimero N de granos que puede conformar un medio granular resulta siempre 6rdenes de magnitud menor a los que contienen
los sistemas atomicos clasicos, se propone que N en el bulk es lo suficientemente grande para que los argumentos estadisticos sean apropiados.
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necesario, sin embargo, ser capaces de generar estados sobre los que verificar las predicciones que
la teoria conlleva. En la seccion siguiente contaremos acerca del método de generacion de estados
que utilizaremos en esta tesis.

2.3 ESTADOS ESTACIONARIOS DE EQUILIBRIO MECANICO EN GRANULARES

El método de generacion de estados estacionarios estaticos que utilizaremos en este trabajo fue
brevemente introducido en el Cap. [l y consiste en la aplicaciéon de golpes repetitivos sobre una
muestra granular confinada. La aplicacion de pulsos permite al sistema granular recorrer distintos
microestados (es decir, cambiar su configuracion microscopica), ya que, como hemos explicado en el
capitulo introductorio, una vez que un material granular alcanza una configuracion estatica, perma-
nece en ella a menos que se le perturbe de forma externa. Llamaremos al conjunto de microestados
que atraviesa el sistema al ser perturbado de forma repetitiva la evoluciéon temporal del mismo.
Este conjunto de microestados poseen propiedades macroscopicas determinadas. En particular, es
posible medir el volumen V' ocupado por el sistema en cada una de estas configuraciones. Se ha
visto [14}/19,22+24,35] que mediante la aplicacién de un nimero suficiente de golpes, el volumen V'
que caracteriza a cada uno de los microestados tiende a un valor definido, y que fluctua alrededor de
este valor, a medida que el sistema “evoluciona en el tiempo”, con fluctuaciones bien definidas. Nos
referiremos a esta colecciéon de microestados como a un estado estatico estacionario del sistema.

0.63
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0.61

0.60 -

0.59 -
I'=0.96

0-58 \IH 1 1 II\IHl Il III\II| Il III\II| 1 Il IIIHI‘ 1 1111111
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Figura 8.: Evolucion de la densidad p (o equivalentemente ¢) de un sistema granular en funcién del nimero de pulsos
aplicados. Las curvas de diferentes colores corresponden a distintos valores de la aceleracion reducida I (Ec.
) del pulso. Figura extraida de [22].

En la Fig. [8§| podemos ver el valor de la densidad p (la densidad p aqui es equivalente a la fraccién
de volumen ocupado ¢ definida en la Ec. (1)) de un sistema granular, en funcién del nimero f de
pulsos aplicados [22]. El sistema utilizado consiste en un tubo de acrilico, de 26mm de didmetro,
que contiene particulas esféricas de vidrio de 1,6mm de didmetro, hasta alcanzar una altura aproxi-
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mada de 13cm. Las curvas de diferentes colores corresponden a la aplicacion de golpes con distinta

7 S —
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Figura 9.: Evolucion de ¢ (o equivalentemente p) como funcién del nimero de pulsos aplicados correspondiente a
resultados obtenidos en distintos laboratorios. (a) [19] I' = 6,8 sobre una columna de material granular
consistente en esferas de vidrio de tamafio monodisperso de d = 2 mm de didmetro, confinadas en una celda
cilindrica de didmetro D = 9,1d, hasta una altura & ~ 5004 (b) [14] I' = 7,0 sobre un sistema bidimensional
de discos de tamario monodisperso de didmetro d, la celda contenedora tenia un ancho L = 13,4d y la altura
de la columna de granos h == 37d.

aceleracion reducida I' (Ec. ), es decir, de distinta intensidad. Podemos ver, que luego de un pe-
riodo transitorio, la densidad del sistema alcanza un valor estacionario, que depende del valor T’
del pulso. En esta imagen puede apreciarse que el modo en que esta evoluciéon al equilibrio ocurre
depende del valor de I de la perturbacion. Se ha estudiado [19] que en algunos casos este compor-
tamiento sigue una evolucion de tipo logaritmica con el numero de pulsos aplicados, como se ve
en la Fig. [o| (a). Este resultado (extraido de la Ref. [19]) corresponde a una perturbaciéon I' = 6,8,
sobre una columna de material granular, consistente en esferas de vidrio de tamafio monodisperso
de d = 2mm de didmetro, confinadas en una celda cilindrica de diAmetro D = 9,1d, hasta una
altura h ~ 500d. En la Fig. [g] (b) vemos que también es posible que esta evolucién suceda en un
nimero reducido de pulsos, como lo muestra la Ref. [25]. El resultado de la Fig. [g[b) corresponde
a la aplicacion de I' = 7,0, sobre un sistema bidimensional de discos de tamafio monodisperso de
diametro d. La celda contenedora tenia un ancho L = 13,4d y la altura de la columna de granos
h ~ 37d. A partir de las Figs.[g| (@) y (b) y de la Fig. [8| resulta evidente que existen distintos tipos
de comportamientos en la evolucién hacia valores estacionarios de las variables macroscopicas del
sistema. También puede apreciarse que la forma en que los sistemas evolucionan hacia el estado
estacionario no puede caracterizarse sélo por el valor de I' aplicado: las curvas mostradas en las
Figs.[oa) y (b) corresponden a valores de I' muy cercanos (I' = 6,8. y I' = 7 respectivamente) y sin
embargo la evolucion de los diferentes sistemas resulta narcadamente diferente.

En el Cap [1f vimos que el valor de ¢ en el estado estacionario es caracteristico de la perturba-
cion aplicada. Esto quiere decir, si un mismo sistema granular es perturbado con el mismo tipo de
golpe de forma repetitiva, el valor ¢ que el sistema alcanza en el estado estacionario es indepen-
diente de su valor inicial. En la Figho| graficamos los resultados ¢ vs. I obtenidos por distintos
grupos [19,122}25,35]] en sistemas de diferentes tamafios. Resulta evidente de esta figura que la uti-
lizacion del parametro I' como caracterizacion de la perturbacion aplicada al sistema no entrega
informacion sobre el valor de ¢ en el estado estacionario si se utilizan sistemas diferentes. Distintos
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Figura 10.: ¢ vs. I para datos extraidos de distintas referencias, para sistemas tridimensionales de diferentes alturas 1 de
columna de material granular, perturbados con pulsos senoidales de periodo T. Ref. [35]] (roja), Ref. [34] (vio-
leta), Ref. [19]] (cyan). Las barras de error no se incluyen por simplicidad, pero no afectan la distinguibilidad
de las distintas curvas.

trabajos han propuesto la utilizacion de otros parametros que permitan comparar resultados obte-
nidos con distintos tipos de perturbaciones. En esta tesis, basados en la Ref. [14]], propondremos la
utilizacion de un parametro € relacionado con la expansion efectiva que sufre el sistema durante
la perturbacion. En el Cap. [5| mostraremos que esta propuesta permite comparar resultados obte-
nidos perturbando sistemas de diferentes tamarfos, haciendo colapsar, en el plano ¢-€, curvas que
en el plano ¢-I" se encontraban desplazadas. Este colapso nos permitira discutir sobre qué factores
determinan el tipo de evolucién que el sistema muestra en su evolucion hacia el estado estacionario.

2.4 VARIABLES DE ESTADO

La descripcion “termodinamica” requiere que pueda ser definido un conjunto reducido de varia-
bles macroscopicas que especifiquen el estado del sistema de forma univoca. La teoria de la me-
canica estadistica granular propuesta por Edwards [28] sugiere que la variable macroscopica mas
importante en la descripcion de los empaquetamientos granulares es el volumen V' que éste ocupa
(aqui el volumen V y la fracciéon de empaquetamiento ¢ se encuentran relacionadas de forma bi-
univoca). Hemos indicado en el Cap. [1f que el comportamiento de la funcién ¢ vs. I' se consider6
monodtono decreciente durante muchos afios (ver Fig. [6). Esto generd expectativas respecto de la
posibilidad de definir el estado estacionario estatico de un empaquetamiento granular a partir de su
valor ¢ como tnico parametro.

Pugnaloni et al. [14] mostraron mediante simulaciones numéricas que ¢ vs. I' no era una funcién
monotona, sino que era decreciente hasta alcanzar un valor ¢,,;, y luego se volvia una funcién
creciente de I' (ver Fig. [7). Esto permitia generar estados de igual ¢ mediante la aplicacion de
perturbaciones que inducian efectos muy diferentes en el sistema. En el afio 2010 probamos experi-
mentalmente [25] el comportamiento no monétono de ¢ vs. I'. En el mismo trabajo y en trabajos
posteriores [26] se mostréd que estados de igual ¢ a un lado y otro del ¢,,;,, es decir, obtenidos
con perturbaciones de intensidad menor y mayor a la perturbaciéon donde se obtiene el minimo ¢,
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eran distinguibles entre si, refutando la hipétesis de que por si solo V' define el estado del empa-
quetamiento. Se mostré que una de las cantidades que permitia diferenciar estados de igual ¢ era
la fluctuacion de densidad A¢ respecto del valor medio. Este resultado mostraba que era necesario
agregar variables macroscopicas al conjunto (V, N) si se queria determinar el estado de forma uni-
voca. Una de las variables propuestas y mas aceptadas fue el tensor de esfuerzos ..

El tensor de esfuerzos (force moment tensor) . de un sistema granular es una variable extensiva,
y esta definida en término de las posiciones y fuerzas de contacto de las particulas en el sistema [48]]

£ = Y rift, (15)
Y

donde rf;- es la componente cartesiana & (x = x, i 0 z) del vector que une los centros de las particulas

ij, fll]s es la componente cartesiana 3 de la fuerza de contacto entre la particulas y la sumatoria se
extiende sobre todos los pares de particulas en contacto.
2. se relaciona con el tensor de estrés o convencional del sistema mediante

2. =Vo. (16)

Esta relacion no resulta trivial ya que debemos tener en consideracion que V no es constante, sino
que como mostramos antes, resulta dependiente de la perturbacion aplicada.

1.8x10" ——
¢ ]
— T
g 1.7x10" v :
£ | "~ _
“6 4
@ 1.6x10"F -
'c
>
E 1.5x10" F -
=
(c)
1.4x10* L
o 2 3 4
/T
min

Figura 11.: X vs I'/T'};;,, donde Iy, corresponde al valor I' donde la fraccion de empaquetamiento ¢ alcanza su valor
minimo ¢,,;,,. Este resultado corresponde a una implementacién numérica de un sistema bidimensional de
discos de tamafio monodisperso al que se le aplicé un protocolo de recocido siguiendo una rampa decreciente
de intensidades. Las distintas curvas corresponden a diferentes frecuencias v = 24,7Hz (circulos rojos) y
v = 49,4Hz (cuadrados violetas) del pulso externo aplicado. Figura extraida de [25].

Hemos mostrado [25]] que a diferencia de la funcién ¢ vs. I" (que resulta no monétona como puede
verse en la Fig. , la funcién de X vs. I es una funcién mondtona creciente, como puede verse en la
Fig.|11| Estos resultados fueron obtenidos de forma numérica y las diferentes curvas corresponden a
la repeticion del protocolo de recocido (siguiendo una rampa decreciente de intensidades) con dos
frecuencias diferentes: v = 24,7Hz (circulos rojos) y v = 49,4Hz (cuadrados violetas). Esto hace
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que sea posible distinguir estados de igual ¢ (obtenidos con dos I' muy diferentes en intensidad)
a partir del valor de su tensor de esfuerzos. De igual forma, también se probd [26] que es posible,
variando las caracteristicas de la perturbacion aplicada, obtener estados que presenten igual valor
de su tensor de esfuerzos a distinta densidad.

Trabajos recientes [25}/26,/49}/50] proponen al conjunto (V, %, N) como el de las variables necesa-
rias para la definiciéon macroscopica del estado.

2.5 RESUMEN DEL PROBLEMA A RESOLVER

Hemos mostrado en este capitulo algunas de las caracteristicas del comportamiento de los ma-
teriales granulados que presentan diferencias al ser estudiadas sobre sistemas de diferente tamano.
Algunas de las diferencias expuestas son de caracter cualitativo, como la forma en que los sistemas
evolucionan hacia el estado estacionario estatico, o el comportamiento de la fracciéon de empaque-
tamiento ¢ en funcién de la aceleracion reducida del pulso aplicado I'. Otras diferencias son de
indole cuantitativa, como las diferentes curvas de comportamiento monétono decrecientes de ¢ vs.
I', mostradas en la Fig. Discutimos que hay cierto consenso en que el conjunto de variables
macroscopicas extensivas que definen univocamente los estados estaticos de equilibrio mecanico
de un granulado es (V,%, N). En este trabajo nos enfocaremos en el estudio de la dependencia
(cuantitativa y cualitativa) de estas variables con el tamarfio del sistema considerado.
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SIMULACION Y METODOS DE ANALISIS

En este capitulo presentaremos las herramientas numéricas que utilizamos a lo largo del trabajo.
Explicaremos primero el modelo numérico, llamado de esferas blandas con friccién y la técnica
de elementos discretos, utilizados para la simulacion de los sistemas granulares. Luego detallare-
mos la implementacion realizada del protocolo de compactacion por golpes, utilizado para generar
las diferentes configuraciones estaticas sobre las que realizaremos los analisis, y las caracteristicas
principales del sistema perturbado. Finalmente expondremos la forma en que realizamos las medi-
das de las propiedades macroscopicas del sistema, sobre las configuraciones estaticas obtenidas, y
los métodos de anélisis utilizados para obtener los valores medios, las estimaciones de error y las
fluctuaciones de las propiedades medidas.

3.1 SIMULACION POR ELEMENTOS DISCRETOS DE ESFERAS BLANDAS CON
FRICCION

Este es un modelo numérico de sistemas granulares que ha sido ampliamente estudiado y utilizado
[44H46./51,|52]]. Busca generar una dinamica realista de las particulas. Para esto propone fuerzas
de contacto interparticulas, normales y tangenciales, e integra las ecuaciones de movimiento de
Newton-Euler para obtener la trayectoria de los granos de forma similar a la dinamica molecular.
Las fuerzas de contacto utilizadas contienen contribuciones conservativas y disipativas.

En la Fig.[12]puede verse un esquema del modelo de esferas blandas. Se representan dos particulas i

nen

grano'j

Figura 12.: Esquematizacion de dos granos en colisién, donde se pueden ver las cantidades utilizadas en las Ecs. (17) y
para las fuerzas de contacto normal y tangencial.

23
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y j, de radios 7' y ¥/, separadas por una distancia "/ (en el caso particular de la Fig. [12[esta distancia
resulta menor que la suma de sus radios). Dos particulas se consideran en contacto cuando su

. .7 1 1 i i1
solapamiento o penetracién normal Ar)] = r' 4+ 1/ — r¥ resulta mayor que cero.
La fuerza de contacto normal contiene un término restitutivo proporcional al solapamiento Ar

entre los granos, y un término disipativo dependiente de la velocidad normal relativa v, = (v/ —
v').i1 con que las particuas ij colisionan (aqui 7i es el versor en la direccion que une los centros de
las particulas en colisién). Asi, la interaccion normal entre la particula 7 y la particula j esta dada
por:

ij —knAri{ — meff'ynvi{ Ar;j <0,

normal — 0 Ar;{ >0 (17)

donde m, ff = m' ml/ (mi +ml ) es la masa efectiva del par, k;, representa la constante normal
elastica y 7y, la constante de amortiguacion viscosa para la intracciéon normal.

La interaccion tangencial posee un término disipativo, proporcional a la velocidad tangencial
relativa de las particulas durante la colision y un término restitutivo asociado al desplanzamiento

tangencial Ar;] , acumulado desde el inicio del contacto

Ptlz]mg = —ktAl”;] — meff’)/tl);] (18)

donde k; es la constante elastica para la interaccién tangencial, y; es la contante tangencial de
amortiguacion viscosa y Ult] = (v/ — v").8 + W'r' + W't/ es la velocidad tangencial relativa entre
las particulas 7 y j (donde § es el versor perpendicular a la direccion que une los centros de las
particulasiy jy w* es la velocidad de rotacion). Si consideramos que a t = t( se inicia el contacto

entre las particulas, resulta Ar? = ftg v? (t')dt'. Esta fuerza tangencial se encuentra acotada a
partir de la implementacion del criterio de Coulomb para la friccion estatica Fyang/ Frormar < H

con y el coeficiente de roce entre las particulas. Asi, mientras F;Zm resulte menor que pF, 541, la
fuerza de interaccion tangencial estara dada por la Ec. (18), pero cuando esta funcién resulte mayor
que el valor dado por el criterio de Coulomb, el valor de la fuerza tangencial se fija segiin

ij ij
Ftung =K Fnormal’ (19)

y se mantiene en este valor mientras las particulas conserven el contacto. Este modelo no diferencia
entre coeficiente de friccion estatico o dindmico. En la Fig. [12| se muestran de forma esquematica
las magnitudes utilizadas en las Ecs. (17) y (18).

Para implementar el modelo de simulacién de esferas blandas con friccion utilizamos el paquete
de codigo abierto LAMMPS [53]] desarrollado por los laboratorios SANDIA. Las principales caracte-
risticas del paquete LAMMPS se encuentran enumeradas en el Apéndice [A]

Para integrar las ecuaciones de Newton-Euler, a partir de las fuerzas dadas en las Ec. y (18),
LAMMPS utiliza el algoritmo de Verlet con Velocidades [54]]. Este algoritmo es especialmente ade-
cuado debido a la dependencia con las velocidades que presentan las fuerzas de contacto. El algorit-
mo de Verlet con velocidades, a diferencia del algoritmo de “salto de rana” (leap-frog), proporciona
los valores de las posiciones y velocidades de las particulas (asi como sus orientaciones y velocidades
angulares) en el mismo instante de tiempo.

En la Fig. |13l mostramos, de forma esquematica, el modo en que se implementa el integrador
Verlet con velocidades para el calculo de las posiciones y velocidades lineales. Un esquema similar se
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utiliza para obtener las orientaciones y velocidades rotacionales (ya que las esferas con friccién estan
sometidas a torques). Los casilleros en gris contienen los valores, a tiempo ¢, de las coordenadas r,
las velocidades v y las aceleraciones a. El calculo de las nuevas pocisiones r, para el siguiente paso
de tiempo t + dt, se calcula mediante la ecuacion

r(t +dt) = r(t) +o(t)dt + 0,5a(t)dt>. (20)

Para obtener los nuevos valores de v, se utilizan los valores de v y a a tiempo £, pero se calcula para
un tiempo intermedio (flechas azules en Fig. [13), empleando un paso de tiempo dt/2

v(t+dt/2) =o(t)+ a(t)dt/2. (21)

Con los valores actualizados de r y v se calculan las fuerzas, utilizando las Ecs. y (18) y con
estas fuerzas se actualiza el valor de la aceleracion al tiempo ¢ + dfff]

a(t) = f(t)/m (22)
Finalmente, se recalcula el valor de la velocidad, utilizando nuevamente la Ec. , con los valores
correspondientes a a calculado a tiempo t + dt y el valor de v calculado a tiempo ¢ 4 dt /2 (flechas
naranjas en Fig. [13). El proceso es repetido de forma iterativa, obteniendo r, v y a a intervalos de
tiempo dt para el periodo de tiempo de interés.

>

4 L

t t+dt

Figura 13.: Implementacién esquematica del integrador Verlet con velocidades [|54]]. En gris se representan los casilleros
que contienen la informacién de las magnitudes r,v y a a tiempo ¢. Las flechas indican las cantidades que
intervienen en el calculo para cada una de estas variables, (rojas) para r, (azules) para la primera actualizacién
de v, (verdes) para a y finalmente (naranjas) para la ultima actualizacion de v. Notemos que el calculo de v se
realiza en dos etapas, cada una de las cuéles avanza medio paso de tiempo. Al finalizar esta implementacion,
se tienen los valores de r,v y a a un mismo tiempo ¢ + dt.

Para llevar a cabo el calculo y la actualizacion de las velocidades angulares y las orientaciones de
los granos, se aplica el mismo método de integracién descrito anteriormente. Sin embargo, debido
a que la utilizacion de los angulos de Euler para integrar estas ecuaciones presentan divergencias
cuando el angulo azimutal ® = 0 [54]], se utiliza, en el modelo implementado por LAMMPS, el
método de los cuaterniones, introducido por Hamilton [57]], para evitar esta singularidad.

Este modelo de simulacién permite la implementacién de superficies, que limiten el movimiento
de las particulas. La interaccion de los granos con estas “paredes” se genera implementando el
mismo modelo de fuerzas de contacto que se explico para la interaccion particula—particula. Es
posible sin embargo, fijar constantes de interaccion ky, ks, etc. (Ecs. y (18)) especificas para la
interaccion pared—particula, distintas a las que definen la interacciéon grano—grano.

1 Notese que las fuerzas asi estimadas utilizan valores de r y v desplazados df /2 unos de otros. Si bien hay propuestas para evitar esta aproximacion [55],
LAMMPS utiliza la implementacién descrita y los resultados parecen no diferir significativamente [56].
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3.2 GENERACION DE CONFIGURACIONES DE EQUILIBRIO MECANICO

En esta seccion detallaremos el método con que hemos perturbado al sistema para generar las
distintas configuraciones de equilibrio, sobre las que se mediran las cantidades macroscopicas que
definen el estado estacionario.

Consideraremos un sistema granular confinado en una celda que, bajo la accién del campo gravi-
tatorio, se encuentra en reposo en equilibrio mecanico.

Hemos discutido que a partir de la aplicacion de golpes de forma repetitiva sobre un sistema
granular confinado en una celda o silo, es posible alcanzar estados donde las propiedades macroscé-
picas (volumen V| tensor de esfuerzos X, etc.) resultan estacionarias. Esto significa que los distintos
valores de V' o X, medidos sobre la serie de configuraciones de equilibrio obtenidas por la aplicacion
de pulsos sobre el sistema generan una distribucion con valor medio y dispersion bien definidas. Es
posible entonces asociar, a partir del valor medio de las distribuciones resultantes, valores de V' o X
al estado estacionario alcanzado por el sistema. El valor alcanzado por las cantidades macroscopicas
en estos estados estacionarios queda determinado a partir de la intensidad I" del golpe aplicado.

Desarrollaremos a continuacion los dos métodos que hemos utilizado para perturbar el sistema
granular en la presente tesis.

3.2.1  Pulsos armoénicos

En el primer método la perturbacion consistié en la aplicacién de un ciclo completo de onda seno,
de frecuencia angular w constante (igual a 27t130Hz) y amplitud A. La forma funcional del pulso
aplicado resulta

A sen(wt) (23)

Variaremos A como parametro de control. Esta amplitud resulta proporcional a la aceleracién redu-
cida I, definida en la Ec. (2), ya que mantenemos fijo el valor de w. A lo largo de este trabajo, nos
referiremos entonces, cuando esto no genere ambigiiedades, a la “intensidad del golpe aplicado”, a
la amplitud A del pulso, o a I', de forma indistinta, para discutir comportamientos cualitativos de
los parametros V o 2.

Utilizaremos valores de A comparables con el diametro d de las particulas (variando entre 0,5d y
5d). La aplicacion de golpes con estos valores de A produce que los granos que conforman el sistema
se despeguen considerablemente de la base de la celda, separandose entre ellos mismos distancias
comparables con su propio didmetro. En la Fig. [14| puede verse una serie de “fotos” del sistema, desde
que se le aplica una perturbacién (encontrandose en un estado de equilibrio mecanico inicial) hasta
que vuelve a quedar en reposo, alcanzando un nuevo estado de equilibrio mecanico. Puede verse
que la perturbacion no se propaga de forma homogénea en el sistema, con regiones que sufren una
expansion entre particulas relativamente mayor.

Este tipo de perturbaciones ha sido estudiado en numerosos trabajos [14}22-24}/43,58]. Sin em-
bargo, el rango de intensidades aplicado aqui ha sido sensiblemente menos estudiado, dado que
requiere por un lado tiempos de calculo mucho mayores, y por otro lado, porque su implementa-
cién experimental resulta dificil y requiere equipamientos particulares (hemos llevado adelante sin
embargo, algunos trabajos experimentales [[25] en este régimen de intensidades).

El modo en que generamos los estados estacionarios del sistema sigue un método de “recocido”
similar al propuesto por Nowak et al. [19] (explicado en el Cap.[i). A diferencia de Nowak et al.
nosotros comenzamos de altas amplitudes y utilizamos s6lo una rampa de amplitudes decreciente.
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Figura 14.: Secuencia de “fotos” que muestra a las particulas del sistema durante el movimiento que sufren como conse-
cuencia de la perturbacion. Esta perturbacion corresponde a un valor de A = 24. El sistema consiste en 500
esferas de igual tamario confinadas en una celda quasi-bidimensional (ver Secc. .

Asi, luego de comenzar la aplicacion de pulsos sobre una configuracion inicial conseguida por el
simple llenado de la celda, la configuracién inicial del sistema para cada nueva amplitud de golpe
sera la configuracion final que se obtuvo de la aplicacion del A previo. Cabe aclarar que utilizaremos
este protocolo sdlo por consistencia con trabajos experimentales de otros autores. La aplicacion de
este método de recocido no resulta indispensable en nuestro caso. Como se dijo en el capitulo
anterior, el sistema alcanza, para estas amplitudes, el régimen de estados estacionarios luego de la
aplicacién de unos pocos pulsos [14]].

3.2.2  Expansiéon homogénea

Implementamos también, con el objetivo de aislar los efectos de expansion inhomogénea pro-
ducidos en el sistema por la perturbacion explicada anteriormente, una perturbacion artificial ho-
mogénea. Esta perturbacion fue obtenida multiplicando la coordenada en la direcciéon del campo
gravitatorio de todas las particulas en el sistema en reposo, por un mismo valor > 1. Esto induce
una expansion homogénea en la direccion vertical de modo que las heterogeneidades observadas en
la Fig. 14, debido a la perturbacion efectiva a que es sometida cada capa durante la propagacion del
pulso realista, son eliminada. Antes de dejar caer las particulas, evolucionando bajo la accién de la
gravedad, asignamos velocidades de magnitud fija (pequena) y direccién aleatoria para introducir
desorden y permitir al sistema explorar distintas configuraciones. Con la implementacién de este
tipo artificial de pulso conseguimos que todas las particulas en el sistema se vean afectadas por el
mismo tipo de perturbacién, independientemente de su posicion vertical en la columna de granos.
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3.3 IMPLEMENTACION Y SISTEMA BAJO ESTUDIO

Utilizaremos en este trabajo el sistema de unidades reducidas m g d. Es decir, escalaremos todas
las propiedades del sistema utilizando como unidad de distancia el diametro d de las particulas,
como unidad de aceleracion el valor de ¢ de la aceleracion gravitatoria, y como unidad de masa la
masa m de un grano (utilizamos particulas esféricas de igual didmetro y masa).

En la Tabla[3]se detallan los valores de las constantes de interaccion (para las fuerzas dadas en las

Ecs. (17) y (18)).

Pardmetro Valor
ky, 10° mg/d
ki 2/7 ky,

T 300 \/g/d
" 200 \/g/d

U 0,5

Tabla 3.: Constantes utilizadas en la implementacién del modelo numérico en unidades reducidas.

Utilizamos las mismas constantes para la interacciéon grano—grano que para la interaccién grano—
pared.

El paso de tiempo dt = 1074,/d/ g fue elegido teniendo en consideracion el criterio dado en
la Ref. [45]], para garantizar que la duracion de las colisiones equivalga a un minimo de 100 dt, lo
que permite una integracion suficientemente precisa de las fuerzas durante la colisién. El tiempo
que dura una colision esta relacionado con las constantes mecénicas del sistema (Tabla [3) y con
las velocidades que las particulas adquieren durante la simulacioén. Los valores de A utilizados en
esta tesis para generar los golpes hacen que las velocidades iniciales de las particulas resulten altas
comparadas con trabajos que utilizan, con la misma frecuencia angular w, amplitudes menores a
2d. Por esto resultd necesario utilizar un paso de tiempo menor para la integracién del movimiento
que tenga esto en consideracion. Las constantes utilizadas (Tabla [3) estan pensadas para garantizar
un compromiso entre los tiempos necesarios para llevar adelante la simulacion y el realismo de las
interacciones.

La configuracion inicial del sistema se consigui6 generando de forma aleatoria valores para la po-
sicion de los centros de un nimero N de particulas (250 < N < 4500) sin producir solapamientos
(teniendo en cuenta el diametro de cada particula) dentro de una regiéon que se ubicaba en el interior
de la celda contenedora y a una altura de 180d de la base de la misma. La velocidad inicial de cada
particula se fijo igual a cero y se dejo evolucionar el sistema bajo la acciéon de la gravedad hasta
el equilibrio mecanico. El criterio utilizado para decidir si el equilibrio mecanico ha sido alcanzado
consistié en verificar si la energia cinética total K del sistema cumplia la condicién K < 0,01 gdm.
La energia K del sistema podia aun evolucionar hacia valores menores, pero verificamos que una
vez alcanzado el valor de K propuesto las propiedades macroscopicas del sistema, como V' y 2., de-
jaban de evolucionar en el tiempo. Esto nos permitia un compromiso razonable para los tiempos de
simulacion utilizados.

Para generar la perturbacién se desplazo tanto la base como las paredes que conforman la celda
en la direccion vertical, siguiendo la forma del pulso indicada en la Ec. (23). Luego de un periodo
completo de onda se detiene la celda y se espera a que el sistema alcance nuevamente el equilibrio
mecanico (con la condicion sobre la energia cinética explicada en el parrafo anterior). Comenzamos
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desde el mayor valor de A estudiado (generalmente 5d) y aplicamos 200 golpes. Luego disminuimos
Ay aplicamos 200 golpes nuevamente. Esto lo repetimos para cada amplitud utilizada. El paso de
A es variable y lo ajustamos segin la velocidad con que cambian las propiedades medidas (especial-
mente ¢) en las cercanias de cada valor de A. En particular, la velocidad de cambio de ¢ para altas
amplitudes es lenta, pero se vuelve pronunciado a bajas amplitudes. Este comportamiento se vera
claramente en los capitulos siguientes. Para determinar los valores de A apropiados para recorrer
la rampa decreciente utilizada en este trabajo realizamos multiples pruebas preliminares.

Descartamos las 100 primeras configuraciones obtenidas con cada amplitud y conservamos las
100 restantes para realizar los analisis posteriores. Hemos observado que 100 golpes son mas que
suficientes para que el sistema alcance el estado estacionario. Repetimos este protocolo de recocido
tipicamente 20 veces, comenzando en cada caso de una configuracion inicial diferente. A lo largo
de este trabajo hemos simulado alrededor de 5 x 10° golpes sobre sistemas de diferentes tamarios
y utilizando diferentes amplitudes A. Cada uno de los pulsos requirié entre 10° y 107 pasos de
integracion para que el sistema retorne al equilibrio. El tiempo de CPU necesario para llevar a cabo
el conjunto de simulaciones fue mayor a 5000 horas.

Utilizamos una celda cuasi bidimensional como la que se esquematiza en la Fig. |15} con un espesor
10 % superior al didametro de las particulas. Este tipo de celdas es el que corresponde a la configura-
cién experimental con que en trabajos previos comparamos nuestros resultados numeéricos [25,26].
Esta implementacion cuasi-bidimensional resulta diferente a una estrictamente bidimensional, don-
de las particulas son forzadas a mantenerse en un plano y no presentan interaccién con las paredes
frontal y trasera de la celda. En este trabajo prestaremos especial atencién al comportamiento del
tensor de esfuerzos X y su dependencia con el tamario de la celda en que el sistema se encuentra
confinado. Es por esto que buscamos representar una interaccion realista con las paredes, tanto la-
terales como frontal y trasera de la celda. En el capitulo siguiente (Cap. [4), mostraremos resultados
que evidencian las diferencias que surgen de tener o no en cuenta la interaccion del sistema con las
paredes frontales.

Figura 15.: Esquema del tipo de celda cuasi-bidimensional utilizada. (a) Vista superior. (b) Vista frontal. (c) Vista lateral.
El espesor de la celda es 1,14.
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3.4 METODOS DE ANALISIS

El calculo tanto de la densidad como del tensor de esfuerzos en sistemas granulares presenta
complicaciones particulares, y la eleccion del método apropiado no resulta trivial.

3.4.1 Medidas de ¢ y areas de Voronoi

Se han desarrollado distintos métodos para el calculo experimental de la fracciéon de empaqueta-
miento ¢. La principal dificultad que presenta la realizacion de esta medida se encuentra en sistemas
tridimensionales, donde no resulta simple conocer las posiciones de las particulas en el interior del
sistema. En el experimento de Chicago [19]], por ejemplo, estudian un sistema tridimensional de
particulas de vidrio en el interior de un tubo alto y angosto. Para obtener el valor de ¢, desarrollan
un método basado en la medicion de la capacidad eléctrica C colocando a lo largo del tubo que con-
tiene los granos capacitores eléctricos circulares. El valor de C resulta dependiente de la densidad
del material dieléctrico que estos capacitores rodean. Utilizando la relacién que conecta estos dos
valores, el Grupo de Chicago fue capaz de obtener el valor de ¢ correspondiente a cada configu-
racion. Otros trabajos experimentales realizados sobre sistemas tridimensionales utilizan métodos
de absorcion de rayos 7y [22], o miden la altura de la columna granular utilizando un sistema de
camaras perpendiculares [24]].

En sistemas bidimensionales, el calculo de ¢ presenta menos complicaciones ya que pueden co-
nocerse (fotografiando la configuracion y aplicando analisis de iméagenes) las posiciones de las par-
ticulas con bastante precision. Aun en estas configuraciones se han desarrollado distintas técnicas
de analisis. Un método de analisis por ejemplo, ttil para sistemas compuestos de particulas opacas,
consiste en aplicar un filtro a la imagen que represente con blanco las zonas con intensidad de luz
por encima de un determinado umbral y con negro el resto de la imagen. Esto permite, midiendo la
cantidad de pixeles en negro y realizando un cociente entre este valor y el valor de la cantidad total
de pixeles en el sistema, obtener ¢.

En esta tesis aplicaremos una técnica basada en la teselacion del plano a través de poligonos de
Voronoi [59]. Un Diagrama de Voronoi de un conjunto de puntos no es mas que la subdivision del
plano en conjuntos disjuntos de regiones que lo cubren por completo (las celdas de Voronoi). En
la Fig. [16/ se ve un ejemplo de esta teselacion aplicada al conjunto de puntos correspondientes a los
centros de las particulas para una dada configuracion. Vemos que cada celda de Voronoi contiene
un y s6lo un centro del conjunto de centros dado. La principal caracteristica de esta teselacion es
que todos los puntos del area que contiene cada celda de Voronoi resultan mas cercanos al centro
de la particula que contienen que al centro de cualquier otra particula. Esto permite asociar a cada
particula un area o celda de Voronoi correspondiente. La densidad local (o ¢,¢,;) puede definirse
como el cociente entre el area de la particula y el area de la celda de Voronoi que la contiene.

La forma en que se realiza esta teselaciéon se muestra esquematizada en la Fig. |16 y consiste en
calcular primero los segmentos que unen los centros de particulas cercanas (lineas de trazo en rojo)
y trazar luego la mediatriz de cada uno de estos segmentos. La interseccion de estas mediatrices
delimitan un area (marcada en linea continua roja) que contiene al punto central y es el area de
Voronoi. Existe una teselacion equivalente, de volimenes de Voronoi, para el espacio tridimensio-
nal. En este trabajo utilizamos la teselacion de Voronoi del plano aunque, como explicamos antes,
nuestro sistema es estrictamente hablando, tridimensional. Tomamos para esto la proyeccion de las
particulas en el plano x — z y fijamos su coordenada y = 0. Tomar esta proyeccién induce un
leve solapamiento entre las particulas, arrojando densidades mayores a las que resultarian de un
sistema estrictamente bidimensional. Utilizaremos este tipo de proyeccion sin embargo ya que este
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Figura 16.: Teselacion del plano mediante las celdas de Voronoi. Esta “foto” corresponde a la esquina inferior izquierda
de una celda. Pueden verse que las particulas en contacto con las paredes se asocian a areas de Voronoi que
resultan sistematicamente mayores que las de las particulas en el interior del sistema.

mismo efecto se obtiene en las fotografias de experimentos de sistemas confinados en celdas cuasi
bidimensionales.

En la Fig. 16/ puede observarse que las particulas en contacto con las paredes y el fondo de la celda
tienen sistematicamente asociadas areas de Voronoi mayores que las de las particulas en el interior
del sistema. Este efecto de borde hace que el ¢ local asociado a estas particulas resulte menor que el
asociado al resto de las particulas en el sistema. Es por esta razén que las medidas de ¢ se realizaran
sobre regiones que eviten considerar particulas “de superficie”. La forma en que llevaremos a cabo
la eleccion de estas regiones en el presente trabajo sera discutida en el siguiente capitulo (Cap. [4).

Para la realizacion de la teselacién de Voronoi utilizamos el programa de cédigo abierto Vo-
ro++ [60], que permite, entre otras cosas, implementar este tipo de teselaciones tanto para sistemas
bidimensionales como tridimensionales, mono y polidispersos.

3.4.2  Tensor de esfuerzos

Llevar adelante medidas experimentales del tensor de esfuerzo X resulta ain mas complejo que en
el caso de ¢. En sistemas tridimensionales resulta imposible obtener valores de X para cada particula
ya que no existen técnicas para medir las fuerzas de contacto interparticulas en el interior del
sistema. Es posible, sin embargo, realizar medidas de forma global (midiendo por ejemplo la presién
que el sistema ejerce sobre las paredes), pero existe poco desarrollo experimental en este sentido.
Sobre sistemas bidimensionales se han realizado estudios que permiten, utilizando particulas de
material fotoelastico colocadas entre dos polarizadores cruzados (ver por ejemplo la Fig. [2), obtener
las fuerzas de contacto sobre cada particula y, con esto, calcular el £ para cada grano del sistema.
Sin embargo, este método también posee sus complicaciones, ya que los patrones de luz generados
no resultan lineales con la tension aplicada y es necesario implementar complicados algoritmos
para obtener cuantitativamente las fuerzas de contacto a partir de la imagen. Por todo esto es que
las herramientas de simulacién numéricas cobran gran importancia en el estudio de 2.

Obtendremos valores de X calculados por el paquete LAMMPS (Apéndice [A). LAMMPS, utili-
zando las fuerzas de contacto entre particulas dadas en las Ecs. y (18), calcula el valor de X
mediante la Ec. (15). Esto nos permite asociar a cada particula un valor local de tensor de esfuer-
zos. Dado que estudiaremos configuraciones en equilibrio mecanico, X resulta un tensor simétrico.
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De las 6 componentes independientes s6lo nos concentraremos en los elementos diagonales. En
particular, a lo largo de esta tesis consideraremos la traza del tensor de esfuerzos, calculada como
Tr¥ = 2 4 ¥%%, sin incluir los valores correspondientes a XYY ya que resultan dos ordenes de
magnitud menor a las otras dos componentes diagonales.

3.4.3  Valores medios y fluctuaciones
Una vez obtenidos los valores locales de densidad y tensor de esfuerzos, realizamos una serie de

promedios para obtener los resultados que discutiremos en los capitulos siguientes. Aqui mostrare-
mos de qué forma hemos realizado estos promedios y especificaremos la nomenclatura.

golpe 101  golpe 102 golpe 200

%% .....

confl Zconfl conf2 Zconfz <.>

conf100 2 confl00

e ————

¢rea|iz 1 Zrealiz 1 A(]5realiz 1 AZrealiz 1 (]S ¢err

. A¢ A¢err
. 2 2err
¢rea|iz ZOZreaIiz 20 A<]Srealiz 20 AZrealiz 20 AZ Azerr

Figura 17.: Distintos pasos en el calculo de las cantidades macroscépicas (¢ y ) que definen el estado estacionario del
sistema. Peonf Y Leons corresponden al valor asociado a una dada configuracion. @iz, APreatizs Liealiz ¥
AX o1, corresponden al valor medio y las fluctuaciones asociadas a una realizacion del estado estacionario.
¢ vy Ap (X AX) son promedios sobre las diferentes realizaciones del estado estacionario.

Recordemos que por cada amplitud A utilizada se conservaron las ultimas 100 configuraciones
generadas, correspondientes al estado estacionario del sistema. Recordemos también que hemos
repetido de forma independiente tipicamente 20 veces todo el proceso. Los promedios no se realiza-
ron sobre el total de las particulas del sistema, sino que se realizaron sobre regiones elegidas con un
criterio particular que explicaremos en el capitulo siguiente.

La forma en que realizamos los promedios se encuentra esquematizada en la Fig. 15| Pueden verse
los siguientes promedios (repetidos para cada amplitud analizada):

» Promediando los valores por particula de ¢ (X) sobre las particulas dentro de la region de
interés obtuvimos los valores medios asociados a la configuracion ¢on s (Xconf)-

= Estos valores ¢conf (Xcons) fueron promediados sobre las 100 configuraciones correspondien-
tes al estado estacionario de una dada realizacién para obtener los valores medios ¢,
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(X,ealiz) de la repeticion correspondiente. En este paso también obtuvimos los valores de las
fluctuaciones Agyeg1iz (AXyea1iz), que fueron calculados a partir de la desviacién estandar sobre
las 100 configuraciones.

= Finalmente, el valor medio correspondiente al estado estacionario ¢, A¢p (2, AX) se obtie-
ne de promediar las cantidades anteriores, ¢ypn1iz; ¥ AQPreatiz (Zrealiz ¥ A2iyeatiz), para las 20
realizaciones. El error se calcula como la desviacion estandar sobre las 20 realizaciones.
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CONSIDERACIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES

En este capitulo justificaremos los criterios que utilizaremos para realizar las medidas de las
cantidades de interés.

En primer lugar mostraremos las diferencias que surgen de la implementacién de una celda cuasi-
bidimensional (como se explica en el Cap. |3) respecto de resultados previos, obtenidos en celdas
estrictamente bidimensionales donde no existe la interaccion de las particulas con las paredes frontal
y posterior de la celda.

En segundo lugar discutiremos sobre la region del sistema donde llevar a cabo las medidas del
tensor de esfuerzos X y la fraccién de empaquetamiento ¢.

Finalmente veremos que para bajas intensidades del pulso con que se perturba el sistema los valo-
res medios, en el estado estacionario, ¢ y X no resultan bien definidos entre distintas realizaciones
independientes del experimento. La interpretacién de este fendémeno sera retomada en el capitulo
siguiente y en las conclusiones.

4.1 CONFINAMIENTO VS. DIMENSIONALIDAD

Mostraremos en esta seccion las diferencias que surgen en la implementacion de un modelo cuasi-
bidimensional para la celda contenedora respecto de uno estrictamente bidimensional. En la Fig.
se muestran distintos resultados obtenidos aplicando el protocolo de perturbacion explicado en
el capitulo anterior a sistemas granulares contenidos en estos dos tipos de celda. Podemos ver en
negro resultados correspondientes a una celda cuasi bidimensional, donde la interacciéon de las
particulas es tanto entre ellas como con la base y las paredes laterales y frontales. El sistema esta
compuesto de un nimero N = 500 de particulas de diametro d y la celda contenedora tiene un
ancho L = 13,4d y un espesor de 1,1d. En el mismo grafico (Fig.[18) podemos ver en rojo resultados
correspondientes a un sistema estrictamente bidimensional (tomados de la Ref. [25]]), donde las
particulas son forzadas a moverse en un plano y sélo interactuan con las paredes laterales y la base
de la celda. Este sistema esta compuesto por una cantidad N = 512 de discos, y la celda posee un
L = 12,39d. Las constantes de interaccion (grano-grano y grano-pared) en ambos casos son las que
se encuentran detalladas en la Tabla[3]y a ambos sistemas se les perturba con un pulso completo de
onda seno, como el dado por la Ec. (23), con frecuencia angular w = 25 2 tHz y amplitud A. En
la Fig. 18| (a) se representa ¢ como funcion de la aceleracion reducida I'. En estos resultados, ¢ fue
medida sobre un rectangulo de altura H/2 y ancho igual al de la celda contenedora, ubicado en el
centro del sistema. Aqui H es la coordenada vertical de la particula mas alta en la configuracién
analizada. En el caso del sistema cuasi-bidimensional se utiliz6 el area de proyeccion de la esfera
en el plano x-z. Podemos ver que las curvas en la Fig. 18| (a) resultan consistentes entre si. Ambas
curvas muestran un comportamiento no monétono como funcién de I'. Ambas curvas se encuentran
desplazadas en el grafico, alcanzando un valor minimo ¢, a distinto valor I', lo cual muestra que
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las diferentes implementaciones del sistema (cuasi-bidimensional o estrictamente bidimensional)
inducen cambios cuantitativos en los resultados medidos.
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Figura 18.: Comparacion de los resultados obtenidos para sistemas confinados en celdas estrictamente bidimensionales
[25] (rojo) y en celdas cuasi-bidimensionales utilizadas en esta tesis (negro), de caracteristicas (numero de
particulas, ancho de la celda) similares. (a) ¢ vs. A, (b) Ap vs. ¢ (c) TrX vs. A, (d) ATrE vs. Tr2.

En la Fig.[18|(b) se muestran (para los mismos sistemas anteriormente explicados) las fluctuaciones
de densidad, A¢, como funcion de ¢. El comportamiento concavo hacia abajo y la existencia de un
maximo, reportadas en otros trabajos [25, 26], esta presente en ambas curvas.

En la Fig. 18| (c) se encuentra graficado el valor de la traza del tensor de esfuerzos Tr2. del sistema
como funcién de I'. Aqui la traza se considerd en ambos casos como la suma de las componentes 2**
y X% sin incluir, en el caso cuasi-bidimensional, la componente de ¥ en la direccion perpendicular
a las paredes frontales >%Y, ya que verificamos que resulta ordenes de magnitud menor a las otras
componentes. En ambos casos el valor de TrX se obtuvo promediando sobre los valores de TrX
obtenidos para cada una de las particulas del sistema, calculados mediante la Ec. (15). En ambas
curvas de esta figura se aprecia un comportamiento monétono creciente de esta funcién, como fue
reportado en [25].

Finalmente, en la Fig. 18 (d) se encuentra graficado el valor de ¢ como funcién de Tr2 para los
dos tipos de celdas estudiadas. Vemos que en este caso también, ambos resultados se muestran
consistentes cualitativamente, aunque no cuantitativamente, encontrandose las curvas desplazadas
una respecto a la otra.

Vemos asi que la implementacién de un modelo de celda cuasi-bidimensional induce diferencias
en los valores de las variables macroscépicas (¢, ), aunque mantiene su comportamiento cualitati-
vo.

La comparacién en la Fig. 18] sirve de validacién independiente de los resultados obtenidos en
esta tesis. Mientras que estas simulaciones fueron realizadas con el paquete LAMMPS [53], las de
la Ref. [25] fueron hechas con una implementacién propia.
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El estudio del comportamiento de TrX sera un elemento importante de la presente tesis. Por
lo expuesto en el capitulo anterior respecto a las configuraciones experimentales utilizadas en los
trabajos con los que usualmente realizamos comparaciones de nuestros resultados numéricos, man-
tendremos en esta tesis la configuracion cuasi-bidimensional, con las caracteristicas descritas en el
capitulo anterior.

4.2 REGION DE ANALISIS

Las medidas de ¢ o X no se realizaran considerando todas las particulas del sistema, sino que
promediaremos solo sobre particulas ubicadas dentro de una region especifica.

Lo primero que resulta necesario tener en cuenta es que ni ¢ ni 2. son funciones homogéneas
respecto de la profundidad del sistema. Esto es debido, entre otras cosas, a la presencia del campo
externo impuesto por la gravedad. En la Fig. [19| graficamos los valores de ¢ y TrX. medidos so-
bre franjas rectangulares horizontales de ancho igual al del sistema y de espesor 1,0d a diferentes
profundidades H. El parametro H indica la distancia de estas capas (en unidades de didmetros de
particulas) respecto de la superficie libre de la columna de granos. En la Fig. |19|(a) vemos la funcion
¢ vs H para dos sistemas con diferente altura de columna de granos hl ~ 20d y h4 = 4 x hl.
Vemos que esta funcion no resulta constante y puede apreciarse, por ejemplo, que presenta regio-
nes de altas densidades cerca de la base de la celda. Esta inhomogeneidad de ¢ con H ya habia
sido observada por otros autores en trabajos previos [41]. Podemos ver en la misma figura que el
comportamiento de ¢ no depende soélo de la profundidad H sino también de la altura del sistema.
En la Fig. 19| (b) podemos ver el comportamiento de Tr2 como funcién de H para los mismos dos
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Figura 19.: (a) Valores de ¢, medidos sobre franjas horizontales de 1d de espesor, en funcién de la distancia H de esta
franja a la superficie libre de la columna de granos. Se grafican resultados correspondientes a dos sistemas de
diferente altura (k1 ~ 204 negro, h4 = 4 X h1 rojo). Puede verse que los valores alcanzados en cada sistema
no resultan iguales, ain medidos a la misma profundidad H. (b) Lo mismo que (a) pero para TrX. Vemos
que cerca de la superficie esta magnitud muestra un comportamiento lineal con H pero que, para sistemas
suficientemente altos (curva roja) este valor satura como lo predice el efecto Janssen [J17].

sistemas que los representados en la Fig. [19| (a). En regiones cercanas a la superficie Tr2 presenta
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un comportamiento aparentemente lineal con H. Para sistemas suficientemente altos TrX presenta
una saturaciéon que concuerda con lo que predice el efecto Jannsen [17] (ver Cap. [1).

A partir de las observaciones previas, se ve la necesidad de realizar las medidas sobre capas an-
gostas del sistema. La eleccion de la forma en que deben considerarse estas capas, sin embargo, no
resulta trivial. Como el objetivo de la presente tesis es poder comparar propiedades entre sistemas
de diferente tamaro, necesitamos utilizar capas de medicién que permitan esta comparacion. Por
este motivo las capas utilizadas seran tomadas a la misma profundidad respecto de la superficie en
todos los sistemas. Sin embargo la forma de la superficie libre de la columna de granos no resulta
generalmente horizontal. Aunque para sistemas angostos esta inclinacion resulta despreciable, co-
mo puede apreciarse en la Fig. [20| (a), en la Fig. 20| (b) vemos que esta inclinacion se vuelve mas
pronunciada a medida que se ensancha la celda contenedora. Hemos realizado numerosos analisis
preliminares que indican que la inclinacion de la superficie libre afecta fuertemente a las mediciones
de ¢ y TrX en capas horizontales. En el caso particular de la variable 2 esta dependencia resulta
comprensible debido a la presencia del campo externo y al hecho de que, para sistemas como el
representado en la Fig. |20/ (b), particulas que posean una misma coordenada z, respecto de la base
de la celda, soportaran distinta cantidad de material por encima de ellas.

Por lo expuesto, en esta tesis utilizaremos como region de anélisis capas angostas que acomparien
la forma de la superficie libre de la columna granular. En la Fig. 20| (b) vemos un ejemplo de este
tipo de capa representada por las particulas resaltadas en negro. El método que utilizaremos para
determinar el perfil de la superficie libre de la columna de granos consistira en discretizar en valores
enteros de x/d la coordenada horizontal de la celda y encontrar luego la particula de mayor coor-
denada z correspondiente cada seccion. Luego defenimos las capas de medicion ubicando el centro
de estas capas a la misma profundidad C elegida para cada seccion discreta a lo ancho de la celda.
Realizaremos las medidas, tanto de ¢ como de X, promediando sobre los valores por particula de
las particulas cuyos centros se encuentren a una distancia menor que e/2 (donde e es el ancho no-
minal de la capa) del centro de la capa para la seccion vertical correspondiente. No consideraremos
particulas a una distancia menor que 2d de las paredes laterales, ya que, como dijimos en el capitulo
anterior, estas particulas poseen una densidad local menor que las del interior del sistema.

45 L 45 T T T T T

40 t+ (a) 40 | y .

35 t . 35 f -

30 . 30 f -

25 . 25 ¢ -
Noo20 f 1N 20 ¢ -

15 | . 15 | -

10 | . 10 | -

5F : 5F -

0 L= 0 :

-8-4048 -60 -40 -20 0 20 40 60
X

Figura 20.: Configuraciones estaticas tipicas donde puede verse el cambio en la inclinacién de la superficie libre de la
columna de granos para sistemas de anchos (a) L = 13,4d y (b) L = 111,2d. En (b) las particulas resaltadas
en negro pertenecen a la region de analisis considerada. Esta region corresponde a una capa que acompaiia
la forma del perfil de la superficie libre de la columna de granos, a una profundidad C = 5d de la superficie
y con un espesor e = 5d. La capa de medicion excluye a las particulas cuyos centros se encuentran a menos
de 2d de las paredes laterales.
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4.2 REGION DE ANALISIS

Para la eleccion del espesor e de la capa tuvimos que tener en consideracion que las propiedades
que vamos a analizar no resultan homogéneas en el sistema sino que, como vimos en las Fig. 19| (a)
y (b), presentan una gran dependencia con la profundidad donde son medidas.

En la Fig. |21 vemos la dependencia que presentan ¢ y 2 con la eleccién de la profundidad C y
el espesor e de la capa de analisis. En la Fig. |21| (a) graficamos ¢ vs. I" (promediando sobre las 20
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Figura 21.: Valores de (a) ¢ y (b) TrZ vs. I' medidos utilizando distintos valores de C y e para las capas de analisis. Puede
apreciarse en ambos graficos que si se mantiene constante C y se modifica el valor de e de la capa, las medidas
resultan equivalentes. Si modificamos en cambio la profundidad C donde se ubica la capa de medicion, las
distintas curvas dejan de coincidir. Se aprecia sin embargo en (a) que para distintos valores C los resultados
son cualitativamente consistentes, mientras que en (b) vemos que la variaciéon de C induce cambios en
TrX tanto cuantitativos (debido a la presencia del campo externo) como cualitativos. Esos resultados fueron
obtenidos sobre un sistema de ancho L = 55,6d y con un nimero de particulas N = 2000 y corresponden
a los valores medios sobre las 20 realizaciones independientes, como se explicé en el capitulo anterior.

realizaciones independientes como explicamos en el capitulo anterior), tomando distintas combina-
ciones de C y e. Vemos que ¢ no presenta fuerte dependencia con ¢, aunque presenta variaciones
cuantitativas al variar C. El comportamiento de los resultados correspondientes a distinto C, sin
embargo, es cualitativamente similar. En la Fig. |21 (b) vemos el comportamiento de Tr> como fun-
ciéon de C y e. Los valores de 2 vs. I' no presentan dependencia con e si se mide a un mismo C.
Sin embargo puede observarse que la dependencia de X con la profundidad C de la capa no es sélo
cuantitativa (lo que era evidente debido a la existencia del campo externo g), sino que presentan
comportamientos cualitativamente diferentes al variar C. Esto es razonable por la existencia del
efecto Janssen [17] que hace que la presion en la base no resulte lineal con la cantidad de material
contenido. Como hemos mostrado en el trabajo [16] y se ha discutido también en [18]], la forma en
que el sistema alcanza esta saturaciéon depende de la historia de movilizacién que sufre el sistema
respecto de las paredes de la celda, por lo que es razonable que el perfil de X resulte dependiente
de la intensidad del golpe. No realizaremos aqui un estudio exhaustivo de esta dependencia, ya
que nuestro objetivo central es el de poder realizar comparaciones entre medidas sobre diferentes
sistemas.

Realizaremos las medidas sobre capas relativamente superficiales, donde el comportamiento del
tensor de esfuerzos es todavia lineal con la altura de la columna de granos (ver Fig. [19). Tipicamente
C = 10 y en todos los casos el ancho de los sistemas estudiados sera mayor a 13d. Dada la poca
dependencia del valor medio de estas cantidades con e, utilizaremos capas angostas (¢ = 3) en la
mayoria de los casos. Esto nos permitira en gran medida evitar en el analisis particulas cercanas a
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la base en columnas de baja altura. Al igual que sucede con particulas en contacto con los laterales,
las cercanas a la base introducen efectos de borde en la medicion de ¢. Para los sistemas de menor
altura analizados utilizaremos capas centradas en C = 3, manteniendo ¢ = 3, ya que hemos
verificado que tomando C = 10 se incorporan en el analisis muchas particulas en contacto con la
base.

Remarcaremos finalmente que esta implementacion de la region de analisis no resulta trivial.
Otros trabajos la han implementado de distintas maneras; por ejemplo con capas horizontales. Rea-
lizamos intentos iniciales utilizando capas de analisis horizontales y esto produjo resultados incon-
sistentes. Por ejemplo, la medida de una cantidad en una capa arrojaba valores diferentes y sin
tendencia definida al considerar sistemas con igual altura de columna de granos pero en celdas de
anchos crecientes. Esto se debe al cambio en la inclinacion de la superficie libre al incrementar el
ancho L de la celda.

Utilizando el tipo de capas descrito en esta seccién fuimos capaces, como lo mostraremos en el
capitulo siguiente, de realizar comparaciones consistentes entre resultados obtenidos en sistemas de
diferente tamario.

4.3 RUPTURA DE ERGODICIDAD

En esta dltima seccioén discutiremos acerca del comportamiento de las variables ¢ y 2 a bajas
intensidades de golpes.

En esta tesis definimos, como explicamos en el capitulo anterior (Cap.[3), los valores en el estado
estacionario de las variables macroscopicas del sistema a partir de promediar los valores obtenidos
en cada una de las realizaciones independientes realizadas. Es decir, para cada una de las reali-
zaciones del “experimento” obtuvimos valores medios de ¢ y X en el estado estacionario y los
promediamos para obtener el valor que asociamos al estado.

En la Fig. 22| (a) vemos graficados resultados correspondientes a ¢,q,i, vs. I' para 6 de las 20
realizaciones independientes llevadas a cabo. Las barras de error de estas curvas corresponden a la
desviacion estandar de los distintos valores de ¢, ¢ para la realizacion. Podemos apreciar que para
altas intensidades las distintas curvas graficadas resultan consistentes dentro de la barra de error,
indicando que es posible, a partir de promediar sobre estos valores, obtener un valor bien definido
para ¢ en el estado estacionario. Sin embargo, para bajas intensidades de golpe, estas curvas no
resultan consistentes y sus valores se alejan unos de otros (como podemos ver en forma ampliada
en el recuadro interior de la Fig. [22fa)). Esto indica que no es correcto realizar un promedio sobre
los distintos valores de ¢,,4i,; es decir, el valor de ¢ en el estado no resulta bien definido para estas
intensidades.

En la Fig.[22|(b) vemos Tr¥ eqji, vs. I correspondientes a las mismas 6 repeticiones independientes
del experimento analizadas en a Fig. [22[(a). En este grafico resulta mucho mas evidente que en el
caso de ¢ la diferencia existente a bajas intensidades de pulso en los valores de X en cada una de
las realizaciones independientes.

Los resultados en las Figs. 22| (a) y (b) sugieren que existe un cambio en la forma en que el sistema
recorre los estados compatibles con la perturbacion aplicada para distintas intensidades. Para bajas
amplitudes, esta forma de recorrer las configuraciones no puede considerarse ergédica. Es decir, el
sistema queda atrapado en diferentes regiones reducidas del espacio de fases, dependiendo de la
historia en que el estado es alcanzado. Las fluctuaciones de los pardmetros macroscépicos ¢ y 2
en estos estados resultan pequefias, como consecuencia de que el sistema recorre sélo configura-
ciones cercanas. A altas I' es posible definir un valor medio de las variables asociados a cada una
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Figura 22.: (a) Valores medios de ¢,.,;;, vs. I" calculados sobre repeticiones independientes. (b) idem pero para TrX. eaiy
vs. I'. Las barras de error corresponden a la desviacion media de los valores de ¢, s correspondientes a las
configuraciones recorridas por el sistema para cada realizacion. Puede verse que para pequefias amplitudes
los valores medios de estas cantidades no resultan bien definidos, ya que no se encuentran contenidos dentro
de las barras de error asociadas. Estos resultados fueron obtenidos midiendo sobre un sistema confinado en
una celda de ancho L = 13,4d y N = 500 particulas.

de las realizaciones, y puede sugerirse que las configuraciones en estos estados estacionarios son
recorridas de forma ergoddica. Este tipo de comportamiento ya habia sido reportado por Paillusson
y Frenkel en el trabajo [[6]. En dicho trabajo sin embargo, sélo se estudia la ruptura de ergodicidad
observando el comportamiento de ¢, sin considerar la variable >.. La Fig. [22| sugiere que el valor
de I' para el cual el sistema deja de ser ergddico es diferente para ¢ que para %, pudiendo tener
estados con densidad media bien definida entre realizaciones, pero que esto no suceda asi con el
tensor de esfuerzos. Ademas, la diferencia existente entre los valores de Tr2. para las distintas repe-
ticiones independientes es facilmente apreciable si se compara con los datos de ¢. Es por esto que
recomendamos en esta tesis la utilizacion de 2 para la determinacion de los regimenes ergddicos y
no-ergddicos del sistema. Esta propuesta la complementaremos en el capitulo siguiente con analisis
detallados del movimiento de los granos.

Es importante tener en cuenta que la mayoria de los trabajos en el area [19}[22-24|] realizan
investigaciones en regimenes de intensidades de pulso mucho menores a las que aqui utilizaremos
Estos autores parecen enfocarse en un régimen donde no esta garantizada la ergodicidad. Aun asi
los trabajos reportan que los resultados de ¢ son reproducibles en realizaciones independientes. No
ahondaremos en esa discusion, pero volveremos brevemente sobre esto en el capitulo dedicado a las
conclusiones.

4.4 RECAPITULACION

En virtud de los andlisis preliminares de este capitulo, en el capitulo siguiente, dedicado a los
resultados principales de esta tesis, utilizaremos sistemas cuasi-bidimensionales. Realizaremos las
medidas utilizando una region angosta que acompaiie el perfil de la superficie libre (no horizontal)
de la columna de granos y limitaremos el analisis a los valores de I' en los que el valor medio en el
estado estacionario tanto de ¢ como de 2. resulte definido y reproducible.

41






RESULTADOS: EFECTOS DEL TAMANO DEL SISTEMA

En este capitulo mostraremos y discutiremos los resultados obtenidos. Hablaremos de los efectos
del tamario del sistema sobre las variables macroscopicas ¢ y 2 y sus correspondientes fluctuaciones.
Utilizaremos los métodos de analisis presentados en las secciones previas y mostraremos que es po-
sible realizar comparaciones cuantitativas de las magnitudes estudiadas entre los distintos sistemas.
A partir de estas comparaciones veremos que es posible determinar un ancho minimo para la celda
contenedora a partir del cual tanto ¢ como X se vuelven independientes del ancho del sistema y
devienen funciones solo de la altura de la columna de granos. Veremos asi mismo que para el ancho
minimo encontrado, las fluctuaciones tanto de ¢ como de X, escalan con el numero de particulas en
la regién de analisis de la forma que establece la mecanica estadistica (Ec. (11)). Esto indica que para
estos tamanos de sistema dejan de ser apreciables las correlaciones entre subsistemas reportadas por
otros autores [32]. Propondremos un escalado sobre los valores obtenidos de ¢ para distintas alturas
de sistema que permite hacer coincidir las curvas obtenidas en una misma curva. Mostraremos que
este escalado no resulta apropiado para escalar el comportamiento de 2. Veremos por lo tanto que
los resultados obtenidos en sistemas de diferente altura se encuentran desplazados en el espacio de
fases ¢-2.. Esto permitird apreciar de forma clara que es posible encontrar estados del sistema que
presenten iguales valores de ¢ y distinto valor de 2. o viceversa. Finalizaremos el capitulo con una
discusion sobre la teoria de la mecénica estadistica de Edwards [28] a la luz de los resultados de
esta tesis.

5.1 TAMANOS DE SISTEMAS ANALIZADOS

En la Fig. [23| podemos ver los tamafios correspondientes a las distintas celdas analizadas. Estos
mismos valores se encuentran resumidos en la Tabla[g Variamos tanto el ancho L de la celda como
el numero N de particulas en su interior. En adelante, para identificar a cada uno de estos sistemas
indicaremos el ancho L de la celda y la altura nominal / de la columna

h = int(Nd*/L). (24)

Este valor asi definido no es estrictamente la altura del sistema (la que depende de la densidad de
la columna de granos); es sin embargo una nomenclatura simplificada. Asi, cuando nos refiramos
al sistema L1-h1, la Tabla |4] indica que se trata de una celda de ancho 13,4d con una columna
de granos de aproximadamente 17d. Podemos ver que existen conjuntos de sistemas que pueden
asociarse a la misma altura nominal /1 y conjuntos de sistemas que pueden asociarse al mismo ancho

L de celda.
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=
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Figura 23.: Esquema de los distintos tamarfios de celda utilizados en la presente tesis. Estos mismos valores se encuentran
resumidos en la Tabla

hl=17d h2=35d h3=053d h4="71d h5=140d

L1 = 13,4d X X

12 =2738d X X X X
[3=2xL2 X X X
[4=3%L2 X X X

[5=4%L2 X X

Tabla 4.: Ancho L de la celda y altura nominal /1 (Ec.|24) de la columna de particulas correspondientes a cada uno de
los sistemas analizados. Las X indican los pares L-h estudiados. Cada sistema sera definido a partir de su par
L-h correspondiente.

Los valores de L que se eligieron en cada caso no son conmensurables con el diametro de los
granos. Esto permite disminuir la tendencia a la cristalizaciéon que se ha observado al perturbar
sistemas bidimensionales a bajas intensidades.

Las regiones de analisis empleadas corresponden, a menos que se especifique otra cosa, a capas
que se ubican a 10d de profundidad desde la superficie libre de la columna de granos, y tienen un
espesor de 3d, siguiendo el criterio indicado en el capitulo anterior. Esto es, la capa sigue el contorno
de la superficie libre y excluye una region de ancho 2d contigua a cada pared lateral de la celda.
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5.2 FRACCION DE VOLUMEN OCUPADO

En la Fig. |24| (a) podemos ver ¢ en funcién de I' del golpe aplicado para los distintos sistemas
analizados. Las Figs. [24/ (b) y (c) muestran sdlo los resultados correspondientes a sistemas con i =
h2 y h = h4, respectivamente, para distintos anchos de celda. La Fig. |24 (d) muestra resultados
correspondientes a L = L2 para distintas alturas h.

Li-h1(*) —— L2-h1(%) L2-h4 L3-h1(%) L3-h4 —— L4-h2 —+— L5-h1(*)
L1-h2 —<— L2-h2 L2-h5 —e—  L3-h2 —— L4-hi(*) L4-h3 L5-h2
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Figura 24.: Fraccion de compactacién ¢ en el estado estacionario en funcién de I' del golpe aplicado. (a) Todos los
sistemas analizados. Para evitar efectos espureos producidos por promediar sobre areas de Voronoi de parti-
culas en contacto con la base de la celda, en los sistemas correspondientes a i = h1 se utiliz6 una capa de
medicion ubicada a 3d de profundidad desde la superficie. (b) Resultados correspondientes sélo a h = h2.
(c) Resultados correspondientes sdlo a i = h4. (d) Resultados correspondientes s6lo a L = L2.

El comportamiento de ¢ vs. I' resulta no monétono en todos los casos. Vemos (Fig. |24/ (b) y (c))
que sistemas con el mismo valor / alcanzan un valor minimo en la fraccién de empaquetamiento
¢min al un mismo valor de I'. La posicion de ¢, se desplaza, sin embargo, a mayores valores de I
a medida que el sistema se hace mas alto (Fig. |24/ (d)). Esto sugiere una dependencia de los valores
de ¢ alcanzados con la altura /1 de la columna de granos, independientemente del ancho L de la
celda. Veremos en las siguientes secciones que, sin embargo, el L de la celda afecta de forma mas
marcada el comportamiento tanto de X como de las fluctuaciones de ¢ y 2.

Existen discusiones [35,|36] acerca de la necesidad de definir un parametro diferente de I' que
permita comparar resultados, ya sea sobre sistemas perturbados de diferentes formas (pulsos con
diferente w o no sinusoidales) o sobre sistemas diferentes. Nosotros utilizamos aqui el criterio uti-
lizado en la Ref. [14]], adaptado para intentar comparar los resultados obtenidos con sistemas de
diferente h. Alli, para comparar resultados obtenidos mediante modelos granulares muy diferentes
entre si, se utilizd6 como parametro caracteristico la expansion € méaxima inducida durante la per-
turbacion. Esta se calculd (suponiendo que el sistema se expandia de forma homogénea y ocupaba
todo el nuevo area accesible resultante de la elevacion del centro de masas) como el cociente en-
tre la altura maxima h,,,, alcanzada por el centro de masas durante el vuelo de las particulas al
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ser golpeado el sistema y la altura inicial /1y del mismo en su configuracién mecanicamente esta-
ble inmediatamente anterior. Esto es, € = hy,4x/hg. Esto no deja de ser una simplificacion, pero
mostraremos que resulta util para el fin buscado.

En el siguiente analisis mantendremos por simplicidad la aproximacién de que el sistema se ex-
pande de forma homogénea al ser golpeado. Teniendo en cuenta que el sistema se “despega” de la
base de la celda cuando su aceleracion alcanza el valor de la aceleracion de la gravedad g y que el
movimiento realizado por el centro de masas a partir de ese momento puede aproximarse por un
tiro vertical (despreciando las colisiones entre particulas y el roce con las paredes) podemos calcular
la altura maxima que el centro de masas del sistema alcanzara. A partir de la forma de la perturba-
cién dada en la Ec. (23), el tiempo ¢ que le lleva al sistema alcanzar la aceleracién g se obtiene de la
relacion

g = Aw’sen(w t). (25)

donde A es la amplitud del pulso aplicado. Puede comprobarse en nuestras simulaciones que esta
condicion se cumple de forma casi inmediata una vez comenzado el movimiento (debido al valor
de w = 2m30Hz utilizado). Por esto, la velocidad de despegue puede tomarse aproximadamente
igual a wA. Con esta velocidad de despegue resulta hy.y = ho + (Aw)?/(2¢) y la expansion €
del sistema

(Aw)?
(gh) ’

donde utilizamos hy = h/2, siendo h la altura nominal de la columna de granos.
El la Fig. |25 se muestran los valores de ¢ de la Fig. 24| (a) representados como funcién de €. Se

€ = hyax/ho =1+ (26)

L1-ht ——  L2-h2 L2-h5 —a— L3-h4 —— L4-h3 L3-h1(%) L5-h1(¥)
Li-h2 —=— L2-h4 L3-h2 —v—  L4-h2 —— L2-hi(") L4-h1(%) L5-h2
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Figura 25.: ¢ en funcién de la expansion efectiva € inducida en el sistema, calculada utilizando la Ec. . Se respeta el

cddigo de simbolos y colores de la Fig.

puede observar que en todos los casos la posicion del ¢,,;, resulta ahora coincidente y las curvas
que anteriormente se mostraban dispersas parecen corresponder ahora a una misma curva maestra.
Para altas amplitudes vemos sin embargo que las curvas siguen presentando diferencias. Esto puede
deberse a que utilizamos la hipotesis de expansion homogénea aunque sabemos que realmente la
expansion no resulta homogénea, debido, entre otras cosas, a las colisiones que se producen entre
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5.3 COMPARACION CON EXPERIMENTOS 3D

los granos durante la propagacion del pulso. La velocidad de despegue real de las particulas depende
entonces de la profundidad de estas en el sistema. Este nivel de detalle, no obstante, no es el objetivo
del presente estudio.

Remarcaremos aqui que este tipo de acuerdos de las funciones ¢ vs. € para los distintos sistemas
no resultaba posible cuando las capas de medicién se toman horizontales (no siguiendo la forma
del perfil de la superficie explicada en el capitulo anterior). Esto es debido principalmente a que
para sistemas cada vez mas anchos, tomar regiones de analisis sobre capas horizontales genera que
se incluyan en el calculo particulas de la superficie que, al igual que las particulas de la base y los
laterales, poseen una densidad local mucho menor que el resto de las particulas en el sistema. Con
la implementacion de capas de medicién que acompanan la forma de la superficie libre del sistema
y, bajo las hipétesis utilizadas para dar una forma funcional a €, hemos sido capaces hasta aqui de
compatibilizar resultados a priori diferentes, ya que fueron obtenidos sobre sistemas de diferente
tamario.

A continuacion discutiremos la compatibilidad del parametro € encontrado con el parametro pro-
puesto por Dijksman et al. [35]], y mostraremos un ejemplo de la aplicacién del parametro € propues-
to, realizando una comparacion entre resultados numéricos propios y los resultados experimentales
reportados por dichos autores.

5.3 COMPARACION CON EXPERIMENTOS 3D

Mostraremos aqui, como soporte al valor del uso del parametro € como medida de la intensidad
efectiva del pulso, resultados preliminares obtenidos sobre simulaciones tridimensionales compara-
dos con los resultados experimentales (también 3D) reportados por Dijksman et al.

Debido al mayor tiempo computacional que requiere el estudio de sistemas tridimensionales,
el estudio numérico ha sido generalmente relegado. Mostraremos aqui, sin embargo, resultados
preliminares obtenidos en este trabajo que nos permiten realizar comparaciones con resultados
experimentales.

Simulamos un sistema confinado en una celda rectangular de base cuadrada (L = 10,3d), con al-
tura nominal & = 40d. Aplicamos al sistema el mismo protocolo de perturbacién que a los sistemas
cuasi bidimensionales. Comparamos los resultados ¢ vs. € obtenidos, con los resultados experi-
mentales reportados en la Ref. [35]. Los autores del mencionado trabajo aplican un protocolo de
pulsos similar al explicado pero en el que varian, ademas de la amplitud A, la frecuencia angular
w = 27t/ T de la perturbacion (aqui T es el periodo). Utilizan un sistema experimental consistente
en una celda cilindrica de 26mm de diametro que contiene particulas esféricas de vidrio (de diame-
tro bi-disperso d; = 1,6mm, d, = 2,3mm, en proporciones iguales). La altura de la columna & de
granos en este sistema era aproximadamente 10cm. Si suponemos para las particulas un didmetro
promedio (d = dy 4+ dy)/2 ~ 2mm, entonces h == 504d).

Consiguen de esta forma, variando A y w, una familia de curvas en el plano ¢-I’, cualitativamente
similares a las reportadas por trabajos previos [19,22] pero que se encuentran desplazadas entre si.
En la Fig. [26| (a) podemos ver las curvas reportadas por dichos autores y la comparacion realizada
con resultados numéricos propios. Puede verse que las tres curvas representadas se encuentran
desplazadas entre si. Los autores proponen para colapsar estas curvas la utilizacion del parametro
I'T. En la Fig.[26](b) puede verse el mismo conjunto de curvas que en la Fig. 26| (a) pero representadas
en funcion del parametro I'T. Podemos apreciar que los resultados extraidos de la Ref. [35] (que
corresponden a sistemas con la misma altura) colapsan como funcién de este parametro pero no
colapsan con los resultados numéricos, que han sido obtenidos con distinto w y corresponden a un
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sistema con distinto /. En la Fig. [26] (c) se encuentra la representacion de estos mismos resultados
en funcion del parametro € propuesto en esta tesis. Puestos en funcion del parametro € las distintas
curvas correspondientes a sistemas con distinta altura /1 y a perturbaciones de distinta w muestran
un muy buen acuerdo cualitativo y cuantitativo. Este es un resultado importante ya que indica que
el uso de € permite comparar cuantitativamente los resultados hallados con sistema de diferentes
tamanos sometidos a perturbaciones diferentes. Mas alla de las simplificaciones introducidas en la
estimacion de la expansion efectiva €, esta forma de representaciéon permitiria predecir el valor de
¢ en el estado estacionario, para cualquier tamario de sistema y tipo de pulso aplicado, conociendo
los valores correspondientes a un sistema de tamano arbitrario.

Pudimos verificar que el parametro I'T" es compatible con el parametro € que aqui proponemos
ya que, escrito en funcion del periodo de la onda T, € toma la forma

e=[IT/(2m)*(g/h) + 1. (27)

Para columnas de igual altura & (como las usadas en la Ref. [35]) ambos parametros permiten
colapsar los resultados de ¢ obtenidos con diferente w.

064 h=40d T=33ms
h=50d T=10ms —e— (b) (c)
063" h=50d T=14ms —e— |
(@)

0.62 1
<

0.61

0.6}
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Figura 26.: ¢ vs. I (a), I'T (b), € (c), comparando resultados correspondientes a sistemas 3D de diferentes alturas /.
La curva verde corresponde a resultados propios, simulados sobre una caja rectangular de base cuadrada
y una altura de columna de granos h » 40d. Las curvas azul y roja corresponden a datos extraidos del
trabajo [35] para un sistema de esferas de vidrio (de didmetros bi-dispersos d1 = 1,6 y d» = 2,3mm) en una
celda cilindrica de 26cm de didmetro. Si consideramos un didmetro promedio de las particulas d ~ 2mm,
podemos suponer /1 /= 50d.

Mencionaremos por ultimo que el trabajo de la Ref. [35] utiliz6 para la medicién de ¢, técnicas
de absorciéon de rayos 7y sobre una region horizontal angosta de la columna de granos y no sigue
el método propuesto en la presente tesis de medicién por capas que acomparfien el perfil de la su-
perficie libre de los granos. Sin embargo, debido a que para sistemas tridimensionales el efecto de
la inclinacién de la superficie requiere sistemas de mayor ancho para ser apreciado que en sistemas
bidimensionales, es posible comparar los resultados, obteniendo un buen acuerdo como lo hemos
hecho. No nos result6 posible, sin embargo, realizar aqui la comparacion con los datos experimen-
tales originales del Experimento de Chicago [19]]. Los valores de € utilizado en ese trabajo (debido
a la gran altura h ~ 80cm ~ 400d del sistema utilizado) resultaban muy pequefios y no presentan
casi solapamiento con el rango de € en nuestras simulaciones.
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5.4 FLUCTUACIONES DE ¢

En la Fig.|27|se muestra el comportamiento de las fluctuaciones de la fracciéon de volumen ocupado
A¢ como funcién de ¢. Recordamos que A¢ se calcula a partir del promedio sobre los A¢,e.1i,
de cada repeticion independiente. Las barras de error en la Fig. [27| fueron calculadas mediante la
desviacion estandar de estos valores utilizados para calcular el promedio, como explicamos en el
Cap. |3} Podemos ver que todas estas curvas resultan concavas hacia abajo, alcanzando un valor

L1-h1 —e— L2-h2 L3-h2 —e— L4-h2 —e— L[5-h2
[1-h2 —e— L2-h4 L3-h4 L4-h3
[2-h1 —e— L3-hi L4-h1 L[5-h1
0.035 : :
0.03 | g ] .
0.025 |- i
0.02 | . T~ .
< Pt )
< Jroet
0.015 i
/%\
0.01 | -
0.005 |- .
0 1
0.8 0.85

Figura 27.: Fluctuaciones de la fracciéon de compactaciéon A¢ como funcion de ¢ para todos los sistemas estudiados.

maximo en un valor de ¢ ~ 0,86 para la mayoria de los sistemas, excepto los correspondientes a
las celdas con L = L1. Para valores grandes de ¢, las fluctuaciones resultan casi nulas. Esto esta
relacionado con el hecho de que la generacion de estos estados estacionarios de alto ¢ corresponde
a pulsos de I' pequefias. Las fluctuaciones A¢ correspondientes al valor de ¢,,;,, resultan algo
menores al maximo valor de las A¢ observado. Podemos ver también que, en algunos casos mas
claramente que en otros, resulta posible distinguir los valores de A¢ correspondientes a un mismo
valor de ¢ a un lado y otro de ¢,,;;,. Todo esto estd en consonancia con lo descrito en las Ref. 25,26,
mostrando que la existencia de un maximo en A¢ no resultaria entonces un efecto del tamario
reducido de las muestras utilizadas en esos trabajos.

El comportamiento que presentan las fluctuaciones A¢ en funcién de ¢ ha sido objeto de debate
entre distintos autores. La Ref. [23] por ejemplo, encuentra una relacion lineal entre estas cantida-
des. La Ref. [24]] sin embargo, reporta un comportamiento concavo hacia arriba. Dichos trabajos, sin
embargo, aplican un rango de intensidades de perturbacién mucho menores a los que aqui estudia-
mos. Por otro lado, la perturbacion en ambas referencias [23,24] es aplicada mediante la inyecciéon
desde la base de la celda (tridimensional) de chorros de agua (numéricamente en el primer caso y
experimentalmente en el segundo). Esto podria causar una dinamica distinta en la forma en que el
sistema alcanza el equilibrio luego de ser perturbado.
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Se han planteado discusiones acerca de si la existencia de un maximo en A¢ vs. ¢ resulta una
consecuencia de la presencia de regiones de cristalizacion en el sistema, lo que se insintia por el
alto valor de ¢ que los sistemas alcanzan a bajas I'. Pudimos probar que atn en sistemas donde dis-
minuimos la cristalizacion, introduciendo una leve dispersion en el tamano de las particulas, sigue
observandose el comportamiento concavo hacia abajo de A¢ vs. ¢. En relacién a esto mostramos
resultados en el Apéndice

La existencia de un maximo en la funcién A¢ vs. ¢ puede dar informacién no trivial sobre el
espacio de configuraciones accesibles al sistema en el estado estacionario. No entraremos aqui en
detalle sobre esto, ya que escapa al objetivo de la presente tesis. Diremos sin embargo que existen
trabajos [33] en los que se utilizan los valores A¢ vs. ¢ para obtener la entropia granular (Ec. (12))
propuesta por Edwards [28]].

Resulta importante estudiar de qué forma escalan las fluctuaciones A¢ con el numero de particu-
las de la region analizada. Vimos en el Cap. |2| que en el limite en que las propiedades del sistema,
como el volumen V o la entropia S, resultan realmente extensivas, es decir, cuamplen con la condi-
cion de extensividad dada en la Ec. , sus fluctuaciones respecto del valor medio se incrementan
con el nimero N de particulas en la regién de analisis, segin /N (Ec. ). Dado que ¢ es inver-
samente proporcional al volumen V, puede probarse que sus fluctuaciones resultaran entonces, una
vez alcanzado el limite dado por la Ec. , una funcién de 1/ \/N )

Lechenault et al. [32]] discuten acerca del comportamiento de las fluctuaciones de ¢ en funcién
del nimero N de particulas en la region analizada. Realizan medidas de A¢ en regiones de distinto
tamario, dentro de un mismo sistema granular estatico, y encuentran que A¢ no escala con N de la
forma que indica la Ec. (11). A partir de esto plantean la existencia de correlaciones de largo alcance
en el sistema. El numero de particulas que contienen las regiones utilizadas en dicho trabajo varia
de = 1a~ 200.

Nosotros investigamos de un modo similar al propuesto en la Ref. [32], la dependencia de A¢
con N, y encontramos que es posible determinar un limite en el tamafo de la region de anélisis
utilizada a partir del cual A¢ escala con 1/ \/ﬁ . Hemos medido A¢ en distintas regiones de un
mismo sistema. Utilizamos para este analisis el sistema correspondiente a L4 — h3. Las regiones de
medicion fueron tomadas siguiendo el mismo método explicado en el capitulo anterior de utiliza-
cién de capas que acompaian el perfil de la superficie libre de granos. En la Fig. [28 se muestran
esquematizadas las regiones utilizadas. Aqui representamos regiones rectangulares solo para faci-
litar la comprensién. Variamos el ancho W y espesor e de la capa y mantuvimos su centro a una
profundidad constante C = 25. El nimero N de particulas promedio en la subregion analizada se
calcul¢ para cada I utilizada.

En la Fig. |29| (a) mostramos los valores de A¢ vs. ¢ para cada una de las regiones de analisis.
Mantenemos, por claridad, el codigo de colores utilizado en la Fig. 28] Vemos que las fluctuaciones
para los subsistemas con menores N resultan mayores que las de los subsistemas con mayor niime-
ro de particulas. También podemos ver que para altas densidades las fluctuaciones para todos los
sistemas resultan convergentes y casi nulas. En la (b) podemos ver los mismos resultados gra-
ficados en la Fig. |29/ (a) pero escalados utilizando /N (Ec. (11)). Puede observarse que este escalado
permite colapsar resultados obtenidos sobre regiones de diferente tamarfio si las mismas presentan
W > 34d y e > 15d. Regiones de tamarios mayores a las indicadas tipicamente contendran mas
de 500 particulas. Recordemos que en la Ref. [32], que utiliza como maximo N = 200 no se ob-
servo este acuerdo. Puede apreciarse que fluctuaciones obtenidas midiendo sobre subsistemas que
poseen N > 500, pero que no cumplen la condicion W > 34d y e > 154, no escalan con la forma
propuesta (ver por ejemplo la diferencia entre la curva cyan y la curva roja en la Fig. 29[ (b)).
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w
; i R1 N=21 e=3 W=10
R6 R2 N=127 e=3 W=60
R3 N=169 e=3 W=80
R4 R4 N=846 e=10W=80

R5 N=1187 e=15 W=80
R6 N=1696 e=20 W=80
R7 N=148 e=15W=10
R8 N=350 e=15W=24
R9 N=500 e=15W=34
R10 N=595 e=15 W=40
R11 N=893 e=15W=60

Figura 28.: Esquema de las subregiones del sistema L4-h3 consideradas para el analisis del comportamiento de A¢
como funcién del nimero de particulas media contenidas en la region de analisis. Las regiones se muestran
rectangulares por simplicidad, pero utilizamos capas que acompafian el perfil libre de la superficie de granos,
como lo explicamos en el capitulo anterior. Todas las regiones estan centradas a una profundidad C = 25y
variamos el ancho W y el espesor e de la capa. A la derecha se detallan los valores de W y e correspondientes
a cada region.
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Figura 29.: (a) Ag vs. ¢ y (b) A V/N vs. ¢, para las regiones analizadas de la celda correspondiente a L4-h3. El codigo
de colores respeta el de la Fig.

Estudiamos finalmente el comportamiento de A¢ sobre sistemas de distinto tamafio (en vez de
sobre regiones de distinto tamafio de un mismo sistema). A partir de los resultados expuestos ante-
riormente, y de la condicién sobre el tamafio de la regién para que A¢ escale con N de la forma
dada en la Ec. las capas de medicion se tomaron centradas a una profundidad C = 10 y con
un espesor ¢ = 15 (excluyendo como antes particulas cuyos centros se encontrasen a distancias
menores a 2d de las paredes laterales, lo que garantiza en los tamaiios de sistemas estudiados la
condicion impuesta sobre W). Al tomar el mismo tipo de capas sobre sistemas con distintos anchos
L, el nimero N de particulas consideradas era variable. En la Fig.|30|(a) podemos ver A¢ vs. ¢ para
tres sistemas correspondientes a distintas alturas / y distinto ancho L. Puede apreciarse que las di-
ferentes curvas en la Fig.|30|(a) no se diferencian demasiado en el valor de sus fluctuaciones, debido
a que el cambio en el nimero de particulas es a lo sumo del doble y con el escalado propuesto esta
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diferencia resulta pequefia. Sin embargo podemos observar que las fluctuaciones correspondientes a
la rama de ¢ crecientes y la region cercana al ¢, si evidencian diferencias. En la Fig. [30|(b) vemos
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Figura 30.: (a) Ag vs. ¢ y (b) Ap N~ vs. ¢, para sistemas en celdas de distintos anchos L, medidos sobre una capa
conC=10ye =15.

VN A¢ vs. ¢; puede apreciarse que los resultados muestran buen acuerdo con este escalado. Para
la region cercana al ¢,;,, donde en la Fig. 30| (a) podia apreciarse una diferencia (y para valores
de ¢ correspondientes a la rama creciente de la funcién ¢ vs. €) el acuerdo es mejor que para la
region cercana al maximo A¢. Discutiremos en la Secc. después de discutir el comportamiento
de X en sistemas de diferente tamafio y la relacién de 2 con ¢, que esta diferencia en A¢ puede ser
atribuida a que los estados, atin teniendo el mismo valor ¢, no resultan estados equivalentes.

5.5 TENSOR DE ESFUERZOS

En este apartado discutiremos sobre la dependencia del tensor de esfuerzos X con el tamafio del
sistema analizado. Por simplicidad, a lo largo de esta seccién y de la siguiente, nos referiremos al
valor del tensor de esfuerzos por particula ZN~! simplemente como tensor de esfuerzos o . Esta
magnitud resulté sensiblemente mas dependiente de las dimensiones del sistema y de la region de
analisis elegida, como lo discutimos en el Cap.

En la Fig. [31 podemos ver el valor de TrX en funcién de I' para todos los sistemas estudiados,
analizados en la misma region utilizada para ¢. TrX no resulta monétona, presentando un compor-
tamiento decreciente para bajas intensidades y volviéndose luego suavemente creciente con I'. El
comportamiento creciente de TrX. para grandes valores de I' ya habia sido reportado en trabajos
previos [25,26]. La justificaciéon dada en dichos trabajos esta relacionada con el hecho de que para
altos I' las particulas adquieren mayor energia cinética y al caer golpean a las particulas que se
depositaron previamente generando, con golpes cada vez mas grandes, que el estado del sistema
resulte mas tensionado. El comportamiento inicial decreciente a bajas intensidades no habia sido
reportado anteriormente.

Postulamos aqui que el cambio de comportamiento de 2 al reducir I" sucede cuando los contactos
existentes entre las particulas en una configuracion mecanicamente estable, no se pierden completa-
mente durante la perturbacion pulsada. Esto se ve apoyado por la Fig.|32| Llamamos Cy al nimero
de contactos promedio por particula en una configuracion y Cy al numero de estos contactos que
se conservan durante la perturbacion (esto es que el contacto entre dos particulas nunca deja de
existir desde el inicio del pulso hasta que el sistema adquiere una nueva configuracién mecanica
estable). La fraccion de contactos persistentes sera C¢/Co. En la Fig. [32((b) se grafica el porcentaje
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L1-h1 —— L2-h2 L3-h1 L4-h1 L5-h1
L1-h2 —<— L2-h4 L3-h2 —— L4-h2 —— L4-h1
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Figura 31.: TrZ en funcién de I' para todos los sistemas estudiados. En el recuadro interno puede verse ampliada la
region donde el comportamiento de esta funcién resulta creciente.

de contactos persistentes Cr/Cp como funcién de I para dos sistemas, correspondientes a L3 — h2
y L2 — h4. Para calcular este porcentaje se siguié cada contacto, para las particulas en la capa de
analisis, durante la simulacion de 10 pulsos consecutivos y se promedio. Las barras de error se ob-
tuvieron de la desviacion estandar de estos resultados. En la Fig. 32| (a) se muestra un detalle de las
curvas de TrX vs. I' correspondientes a esos mismos sistemas. Puede verse que el punto donde el
comportamiento de TrX. cambia de decreciente a creciente se corresponde con el momento en que
Cr/Co se vuelve igual a cero.

Tengamos en cuenta que la fuerza de friccion estatica depende de la historia del contacto. Esto es,
una vez generado el contacto entre dos particulas (o entre una particula y las paredes de la celda) la
fuerza tangencial de friccion estatica aumenta de forma proporcional al desplazamiento relativo que
se produce entre las superficies pudiendo tomar valores entre 0 y pF,. Por ejemplo, si dos granos
se ponen en contacto de forma suave (generando un desplazamiento minimo entre ambos) la fuerza
de contacto tangencial entre ellos resultara baja (que es lo que sucede en el minimo de TrXin).
Las perturbaciones de baja intensidad permiten que algunos contactos persistan. Estos contactos
incrementan sutilmente el desplazamiento relativo tangencial pulso tras pulso, dando origen a los
altos valores de X.. En este efecto también debe considerarse que un leve desplazamiento de dos
particulas en contacto no modificara sustancialmente el valor ¢ del sistema, pero si el valor de su
fuerza normal.

De este resultado es posible desprender dos conclusiones importantes relacionadas tanto con la
ergodicidad de los estados recorridos como con la forma en que el sistema alcanza el estado estacio-
nario. Hemos discutido (Cap. [4) que la forma en que el sistema recorre, una vez alcanzado el estado
estacionario, los estados compatibles con la perturbacion aplicada, puede considerarse ergddica pa-
ra un régimen de altas amplitudes, pero deja de serlo en el régimen de bajas amplitudes [6]. A la
luz de los resultados expuestos puede argumentarse que el limite entre estos dos comportamientos
se encuentra asociado a una transicion existente en el sistema; relacionada con la aparicion de con-
tactos persistentes durante toda la perturbacién. A bajos valores de I', C¢/Cy resulta diferente de
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Figura 32.: (a) Detalle de TrZ en funcién de I para los sistemas L3 — h2 y L2 — h4. (b) Porcentaje de contactos per-
sistentes C/Co como funcién de I'. Aqui Cp es la cantidad de contactos promedio por particula en la
configuracién de equilibrio anterior a la aplicacion de la perturbacion y Cy es el nimero de estos contactos
que se conservaron durante la perturbacion. Estas curvas se corresponden con los sistemas mostrados en (a).
Por claridad sélo se grafican los puntos donde Cy/Cy resulta distinto de cero.

cero y esto genera efectos de memoria en el sistema (en particular en la forma en que el sistema
acumula estrés). Para altos I', todos los contactos son destruidos por la aplicacién del pulso y nuevos
contactos se generan cuando el sistema vuelve a adquirir una configuracién mecanicamente estable.
La forma en que las particulas alcanzan esa nueva configuracién de equilibrio depende sélo de la
perturbacion aplicada. No hay efectos de memoria que intervengan en la nueva configuracién de
equilibrio.

Vemos que los valores de I' a los que sucede esta transicion en la persistencia de contactos de-
penden del tamarfio del sistema estudiado. Sin embargo, esta transicion no esta relacionada con la
existencia ni del minimo de ¢ vs. I, ni del maximo en A¢ vs. ¢. Estos ultimos comportamientos
ocurren a valores de I' mayores al que corresponde a la pérdida de memoria en los contactos del
sistema. El régimen de altas amplitudes, generalmente poco estudiado debido a las dificultades téc-
nicas experimentales y numéricas que implica, garantizaria entonces la ergodicidad requerida por
la mecanica de equilibrio.

Por otro lado, la pérdida de memoria que experimenta el sistema al ser perturbado con intensida-
des altas, también explicaria el cambio de comportamiento con que el sistema evoluciona al estado
estacionario. Hemos dicho (Cap. [2) que para muy bajas amplitudes esta evolucioén sigue un com-
portamiento logaritmico en el nimero de perturbaciones. El protocolo desarrollado por el Grupo de
Chicago [19] resulté crucial para disminuir los tiempos necesarios para alcanzar el estado estacio-
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nario asociado a esas perturbaciones. Sin embargo, para amplitudes de perturbaciéon grandes, estos
tiempos se acortan a unos pocos golpes [25], pudiéndose considerar que el estado estacionario se
alcanza de forma casi inmediata. Este ultimo comportamiento resulta comprensible, a la luz del ana-
lisis desarrollado sobre la pérdida de memoria en los contactos del sistema, ya que la configuracion
luego de cada golpe resultaria descorrelacionada de la configuracion previa del sistema.

Como dijimos en el Cap. [3} implementamos también un tipo de perturbacioén no realista sobre el
sistema, que nos permitia generar una expansiéon homogénea. Este tipo de perturbacion es obtenido
multiplicando la coordenadas z de cada una de la particulas por un valor constante » > 1y luego,
antes de dejar evolucionar al sistema bajo la accién de g, dando a las particulas valores (pequefios)
de velocidad, con mddulo constante y direccion aleatoria. A partir de los resultados correspondien-
tes a la expansion homogénea pudimos verificar que, si las particulas son forzadas a perder y crear
nuevamente todos sus contactos a cada perturbaciénﬂ, es decir, si no existen efectos de memoria en
el sistema, el tensor de esfuerzos del sistema resulta una funcién creciente de la intensidad de la per-
turbacion. En la Fig. [33] vemos este comportamiento. Aqui graficamos TrX en funcién del parametro
de expansion r, que para el tipo de expansion (homogénea) implementada coincide con €.
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Figura 33.: TrX en funcién de € obtenido aplicando al sistema una expansiéon homogénea. Aqui € = r esta relacionado
con la expansion entre particulas generada por la perturbacion y r es el valor de la constante por la que se
multiplicaron las coordenadas z de las particulas para simular la perturbacion. Los resultados corresponden
a un sistema L2-h5.

En los analisis siguientes excluiremos los resultados correspondientes a estados donde el sistema
presenta memoria, es decir, valores de I' donde C f/ Co > 0. Esto lo haremos bajo la suposicion de
que este efecto es el causante de la ruptura de la ergodicidad en el tensor de esfuerzos discutida en
el Cap. donde hemos mostrado que es posible tener estados de ¢ bien definido donde no sea
posible definir el valor de 2. Como estamos interesados en estados estacionarios reproducibles del
sistema granular, es necesario garantizar que ambas magnitudes se encuentren bien definidas.

1 En este modelo de particulas blandas, el solapamiento tipico de los granos en el equilibrio mecanico es de aproximadamente 0,014, por lo que si la
expansién homogénea se lleva a cabo aplicando amplitudes de expansién mayores a r > 0,05, se fuerza efectivamente al sistema a reconstruir sus
contactos golpe tras golpe.
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RESULTADOS: EFECTOS DEL TAMANO DEL SISTEMA

En la Fig. graficamos TrY en funcion del escalado € propuesto en la Ec. (26). Graficamos
por claridad sélo sistemas correspondientes a los pares de alturas h2 y h4. No graficamos, por lo
anteriormente dicho, los datos para los cuales Cf /Cop > 0. En el recuadro interno se muestran
estos mismos resultados graficados en funciéon de la amplitud I' de la perturbaciéon. Podemos ver
que TrX en sistemas correspondientes a un mismo /, resultan equivalentes, independientemente
de L. Hemos visto, sin embargo, que para L angosto (menor o igual a L2) estos resultados no
son convergentes en algunos sistemas aunque estos presenten el mismo /. Podemos ver esto por
ejemplo, en la curva verde claro de la Fig. correspondiente a un sistema de L = L2. Estos
comportamientos (la convergencia de TrX para sistemas de un mismo #, y la existencia de efectos
de tamano finito para sistemas con L < L2) se veran de forma mas clara en la seccion siguiente.
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Figura 34.: TrX vs. € para sistemas correspondientes a h2 y h4.

Atn cuando el comportamiento de todas las curvas graficadas en la Fig.[34]resulta creciente, puede
verse que el valor minimo alcanzado por cada una de ellas (correspondiente al punto de transicion
discutido antes) depende de la altura h del sistema. Esto podria atribuirse a que el comportamiento
del tensor de esfuerzos esta relacionado al tipo de deposicion que se produce y a la forma en que el
sistema disipa la energia entregada por el pulso. La forma en que se produce esta disipaciéon depen-
dera, no sélo de la expansion efectiva que sufren las particulas entre si, sino también de la cantidad
de material sobre el que se depositan al caer. Puede considerarse entonces que el material que se
encuentra por debajo de la region analizada actia como un amortiguador. Esto es coherente con
que, medidos sobre la misma capa respecto a la superficie, sistemas con mayor h presenten un valor
menor para el minimo de TrX. Las particulas disipan en un “colchén” mas alto de particulas, sobre
el que caen, mayor cantidad de energia, en vez de almacenarla entre sus contactos.

Queremos remarcar aqui la importancia que ha tenido en este trabajo, en particular en los resulta-
dos que acabamos de describir, el uso de las capas de medicién propuestas en el Cap. 4! En la Fig.
se grafica la misma funcion TrX vs. I, para sistemas correspondientes a h = h2 y distintos valores
L. En la Fig. |35/ (a) se utilizo el método de medicién por capas que hemos utilizado a lo largo de
este trabajo, con una capa de 7d de espesor centrada a 13d de la superficie libre del sistema. En la
Fig. 35/ (b) se muestran resultados obtenidos midiendo en capas horizontales, centradas a 13d por
debajo de la particula con mayor coordenada del sistema y con un espesor de 7d. Es evidente que
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5.6 ESPACIO DE FASES “TERMODINAMICO”

los resultados en la Fig. [35] (b) no resultan comparables entre si, y que no es posible de este tipo
de anélisis obtener la conclusion de que (para sistemas con L > L3) el valor de TrX resulta una
funcion de & independiente del valor de L.

22 : . : 22 — : . .
20 1 _,ﬁ(a) 20 ®)
T g1 g
E 18t # 1 E 18 .
z i L1 —x— i ‘_'Z i
= 16 Ll = 16
T 14 B 1 7 14 .
L5
12 | | | | 12 _ | | | |
10 15 20 25 5 10 15 20 25
r r

Figura 35.: TrX vs. I para sistemas correspondientes a una altura h2 y distintos anchos L, medidos sobre (a) capas que
acomparian el perfil de la superficie libre del sistema con C = 13 y e = 7, (b) capas horizontales, centradas
a 13d desde la altura de la particula con mayor coordenada z y con un espesor e = 7.

Por ultimo hablaremos sobre las fluctuaciones A% de X.. Recordemos que nos referimos aqui como
¥ al valor de N1, como lo hemos dicho al inicio de la seccién. En la Fig. |36 (a) vemos ATrZ
vs. TrX para sistemas de diferente ancho L y diferente /. Podemos apreciar que aqui las curvas se
encuentran desplazadas entre si. En la Fig.[36|(a) se muestran resultados correspondientes a sistemas
con diferente L (y distinto &), por lo que la capa de medicion contiene en cada caso diferente
cantidad de particulas. Por consistencia con lo discutido en la seccion anterior, estos resultados se
midieron sobre una capa con C = 10d y e = 154, alejada por 2d de cada una de las paredes
laterales, es decir que para los sistemas estudiados cumple la condicion W > 34d. En la Fig.
(b) mostramos los mismos resultados que en la Fig. [36 (a), pero escalados con v/N. Se ve que las
distintas curvas muestran acuerdo en algunas regiones, correspondientes a valores altos de TrX,
pero que el acuerdo no resulta bueno en general. Veremos en la seccién siguiente, que al igual que
hemos dicho para el comportamiento de las fluctuaciones de densidad, la diferencia en los valores
de las fluctuaciones de TrX puede atribuirse a que el estado del sistema, atin cuando el tensor de
esfuerzos presente el mismo valor, puede diferenciarse por su valor de ¢.

5.6 ESPACIO DE FASES “TERMODINAMICO”

En esta ultima seccion estudiaremos el comportamiento de las variables del sistema discutidas
anteriormente, en el espacio de fases Tr2-¢.

En la Fig.|37/(a) se muestran curvas ¢ vs. Tr2 correspondientes a sistemas con h = h2 y distintos
valores de L. Estas curvas corresponden al camino de estados estacionarios recorridos por el sistema
durante el protocolo de recocido. Puede verse que estas curvas resultan convergentes, a excepcion
de la obtenida con L = L2. El mismo comportamiento cualitativo fue observado con celdas de
altura h = h1. Para celdas con i = h4 los resultados resultaron convergentes aun para L = L2,
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Figura 36.: ATrE (a) y v/ NATrE (b) como funcién de TrY. para sistemas de distintos tamafios, medidos sobre una capa
conC=10ye=15.

pero no asi para L = L1. Vemos entonces que la presencia de paredes induce efectos de tamafio
finito en el calculo de Tr, pero que es posible encontrar un tamafio L a partir del cual estos efec-
tos pueden considerarse despreciables. Para los tamafios de sistemas utilizados en la presente tesis
podemos decir que, para anchos mayores o iguales a L3, el valor de TrX resulta convergente, si el
sistema posee la misma altura . En la Fig. [37/(b) se muestran curvas ¢ vs. TrX. para sistemas que
presentan distintos L y valores de h correspondientes a h2 y h4. Vemos que curvas correspondientes
a sistemas con distinto L pero igual & resultan convergentes mientras que sistemas de diferente h
recorren estados diferentes. Para conseguir estos resultados fue importante la implementacion del
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Figura 37.: (a) ¢ como funcién de TrX. para sistemas correspondientes a la misma altura h2 y distintos anchos L. (b) lo
mismo que en (a) pero medidos sobre sistemas correspondientes a los pares de alturas h2 y h4 y distintos
valores L.

método de medicion por capas explicado en el capitulo anterior, ya que de otra manera no resulta
posible la comparacion entre sistemas de diferentes L ain para un dado /. Noétese que en las Figs.
(a) y (b) s6lo se incluyen estados que se encuentran bien definidos tanto en ¢ como en X, es decir
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5.6 ESPACIO DE FASES “TERMODINAMICO”
estados donde el sistema no posee efectos de memoria.

Como comentamos en la seccién anterior, sistemas de diferente altura inducen una perturbacién
diferente sobre una capa ubicada a una dada profundidad, originando estados distinguibles esencial-
mente por su estado de tension 2. Como consecuencia, para poder comparar estados de diferentes
sistemas, es necesario que las columnas de granos sean de similar altura. La altura de la columna
puede ser usada como un parametro adicional que controla la excitacion externa sobre la capa de
interés, que se suma a la amplitud A y la frecuencia w del pulso.

Finalizando este capitulo mostraremos a continuacién evidencias de que dados los valores ¢ y %
de estados estaticos estacionarios para un sistema granular, este estado macroscopico del sistema
resulta univocamente determinado.

En la Fig. 38| (a) mostramos ¢ vs. TrX para sistemas que presentan tres diferentes valores de & (y
que corresponden a anchos L > L2). Como dijimos anteriormente, los estados de equilibrio estacio-
narios obtenidos en estos sistemas (correspondientes a diferente /) recorren distintas regiones del
espacio de fases. En la Fig. 38| (b) se muestra ¢ vs. las fluctuaciones escaladas \/N A¢, correspon-
dientes a los mismos sistemas mostrados en la Fig. [38|(a). Esta figura es equivalente a la Fig.|30| sélo
que por comodidad rotamos los ejes. En la Fig. ) se muestran las correspondientes v NATrX
vs. 2 (figura equivalente a la Fig. [36). Remarcamos que las regiones de analisis utilizadas contie-
nen distinto numero de particulas (por corresponder a sistemas de diferente L), por esto, tanto las
fluctuaciones de ¢ como las de TrX se escalaron a con v/N. Mostramos en las secciones anteriores
que escalando las fluctuaciones (de ¢ y X) con V/N era posible hacer coincidir las fluctuaciones
correspondientes a sistemas de diferente tamafio en algunas regiones, pero que sin embargo estas
no resultaban convergentes sobre todos los valores accesibles a los distintos tamafios de sistema.
Esto podemos verlo en la Fig. [38| (b), donde las fluctuaciones correspondientes a ¢ cercanos a 0,86
(maximo de la funcién A¢ vs. ¢ discutido en la Sec. se encuentran notoriamente mas dispersas
que las correspondientes a densidades cercanas a 0,82 (minimo de ¢). En la Fig. |38|(c) podemos ver
un comportamiento similar al que ocurre con las fluctuaciones de densidad para las correspondien-
tes fluctuaciones de TrX.. Aqui las fluctuaciones correspondientes a sistemas con distinto nimero de
particulas resultan convergentes al ser escaladas con v/N para valores altos de TrX., pero no resultan
convergentes para los valores mas bajos. Esto podemos ahora justificarlo a partir de ver (en la Fig.
(a)) que estas fluctuaciones corresponden a estados del sistema que no son equivalentes. Es decir,
estados del sistema con un mismo valor ¢ que pueden ser distinguidos por su correspondiente valor
de X, presentan fluctuaciones diferentes. Lo mismo sucede para las fluctuaciones de 2. Sin embargo,
estados que poseen el mismo valor de ¢ y TrX, obtenidos a partir de sistemas de diferente tamario,
presentan los mismos valores de fluctuaciones (con el escalado propuesto). Este comportamiento
apoya la propuesta de que el estado del sistema granular queda determinado a partir del conjunto
de parametros V (relacionado con ¢), 2y N.

Esto constituye un resultado importante porque la discusion acerca de cuél es el conjunto minimo
de variables necesarias para definir el estado macroscopico de los sistemas granulares se encuentra
abierta y es fundamental para poder avanzar en la formulacion de un marco tedrico, como el pro-
puesto por Edwards [28].
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Figura 38.: (a) Espacio de fases TrX vs. ¢. (b) ¢ vs. A¢ V/N. (c) TrZ vs. ATrE v/N. Estos resultados fueron medidos
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sobre una region centrada a 10d desde la superficie, y de 15d de espesor, ya que mostramos en las secciones

anteriores que este tamafio de region permite realizar el escalado correspondiente para las fluctuaciones.



CONCLUSIONES

6.1 SUMARIO

En esta tesis estudiamos el comportamiento de las cantidades macroscépicas ¢ (fracciéon de vo-
lumen ocupado) y X (tensor de esfuerzos) de materiales granulares en empaquetamientos estaticos
en estados estacionarios generados mediante excitaciones pulsadas. Estudiamos la dependencia de
¢ y X con el tamaio del sistema. Esto resulta importante debido a que los trabajos existentes, tan-
to experimentales como numéricos, utilizan por lo general sistemas de diferentes tamarios y las
comparaciones cuantitativas resultan elusivas.

Una de las contribuciones principales de este trabajo es la de haber implementado un método que
permite, seleccionando regiones de medicion especificas en los distintos sistemas, realizar compa-
raciones cuantitativas de los resultados obtenidos. Este método fue explicado en la seccion y
consiste en realizar las medidas de las propiedades macroscopicas sobre particulas ubicadas en una
capa angosta tomada a una distancia especifica por debajo de la superficie libre de la columna de
granos. Esta capa no debe tomarse horizontal, sino que debe seguir la forma de la superficie libre de
la columna de granos. La superficie del material presenta una inclinacion que resulta mas marcada
al ensanchar la celda contenedora.

A partir de la implementacion del método de medicion por capas fuimos capaces de realizar com-
paraciones entre los resultados obtenidos en cada uno de los sistemas simulados. Esto nos permiti6
validar un nuevo parametro € para la caracterizacion de la perturbacién externa. Este pardmetro
esta relacionado con la separaciéon geométrica maxima de las particulas durante la perturbacion y
fue propuesto en trabajos previos [[14]. Utilizando como primera aproximacion que la perturbacion
induce que el sistema se expanda de forma homogénea, propusimos una forma funcional para la
variable € (Ec. (26)), que tiene en consideracion tanto las caracteristicas del pulso aplicado como la
altura & del sistema perturbado. Con esta forma funcional de € fuimos capaces de hacer coincidir las
distintas curvas ¢ vs. I' obtenidas en los distintos sistemas, en una unica curva, con bastante buen
acuerdo. Graficando ¢ vs. € las posiciones del minimo que muestra ¢ como funcién de la intensi-
dad de la perturbacion aplicada colapsan. Mas aun, fuimos capaces de comparar cuantitativamente
y hacer coincidir en el plano ¢-€ resultados numéricos propios con resultados experimentales repor-
tados por otros grupos [35]. Este ultimo hecho sienta un antecedente importante, porque permite
en adelante hacer predicciones sobre los valores de ¢ en el estado estacionario.

Pudimos verificar la existencia de un minimo en la funcién ¢ vs. € en todos los tamarios de
sistemas analizados, por lo que este fendmeno no deberia ser atribuido a un efecto de tamafio finito.
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En relacion a las fluctuaciones de densidad A¢, definimos un tamafio minimo para la region de
analisis que garantiza que A¢ pueda ser escalable con \/N,, donde N es el nimero de particulas
contenidas en dicha region. Es decir que A¢ sigue la dependencia funcional con N, que establece la
mecanica estadistica para las fluctuaciones de cantidades macroscopicas en sistemas que no presen-
tan correlaciones de largo alcance. El espesor e de la region debe ser mayor a 15 diametros de grano,
y el ancho W > 34. Para tamafios menores las correlaciones presentes hacen que A¢ dependa del
tamano de la region de analisis.

En relacién con el comportamiento de la funcién A¢ vs. ¢, mostramos que esta resulta concava
hacia abajo, en acuerdo con trabajos previos [25,26]].

El método de medicion por capas nos permitié comparar sobre los distintos sistemas el valor
medido del tensor de esfuerzos 2. La realizaciéon de medidas de X sobre regiones seleccionadas con
criterios diferentes al aqui utilizado, ya sea tomando capas horizontales o midiendo sobre el sistema
entero de particulas, da resultados que no pueden compararse ni cualitativa ni cuantitativamente
sobre sistemas de diferentes tamafios. Por un lado, 2 no resulta homogéneo, sino que depende, por
la presencia del campo gravitatorio, de la profundidad, es decir, de la cantidad de material que hay
por encima de la regioén de analisis. Por otro lado, el hecho de que la superficie libre de la columna
de granos no resulte horizontal, hace que la profundidad a la que se encuentran las particulas varie,
aun cuando dos particulas posean la misma coordenada z.

En relacion al tensor de esfuerzos X obtuvimos tres resultados importantes, que establecen un
marco a partir del cuél resultaria posible la comparacion de resultados en sistemas de diferentes
tamarios:

(1) Comprobamos que X medido sobre distintos sistemas utilizando una capa ubicada a la misma
profundidad respecto de la superficie, y de un mismo espesor, no resulta equivalente entre sistemas
que presentaban distinta altura /. Esto indica que £ depende, no sélo de la cantidad de material que
se encuentra sobre la capa analizada, sino también de la cantidad de material que se encuentra por
debajo.

(2) Vimos que para valores de ancho de celda L > 56 didametros de granos las medidas dejan
de verse afectadas por la presencia de las paredes laterales del recipiente y el comportamiento de -
se vuelve independiente del valor de L. Como consecuencia de esto, proponemos que para realizar
comparaciones cuantitativas entre medidas de X en diferentes sistemas, es necesario, ademas de
aplicar el método de medicion por capas, que los sistemas posean un mismo valor de & y un ancho
de celda mayor a 56d.

(3) Por dltimo, reportamos la existencia de efectos de memoria en los sistemas para intensida-
des bajas de golpes donde las particulas mantienen parte de sus contactos durante la perturbacion.
Estos efectos de memoria son los responsables del comportamiento decreciente que muestra Tr2.
para bajas intensidades de pulso ya que los contactos entre particulas envejecen golpe tras golpe. El
minimo de TrX. como funcién de la intensidad de la perturbacion sucede cuando todas las particulas
pierden sus contactos durante el golpe y crean nuevos contactos al volver a quedar en reposo, es
decir, cuando desaparecen los efectos de memoria en el sistema. Esta transicién resulta de impor-
tancia porque puede asociarse a la ruptura de ergodicidad que sufre el sistema a bajas intensidades
de golpes (discutida en la Ref. [[¢] y que nosotros mostramos en la Sec. [4.3). Vimos sin embargo que
es posible que el sistema presente valores bien definidos de ¢ pero no de X. Este comportamiento
hace que no resulte correcto utilizar, con el objetivo de determinar si el estado estacionario del sis-
tema resulta ergédico, s6lo medidas sobre el valor de ¢. Es necesario garantizar que X también lo
sea. También vimos que la ruptura de ergodicidad que ocurre en X resulta mas evidente que en ¢.
Esto, sumado a la transicion existente en relacion a la pérdida de memoria en el sistema, que puede
ser identificada a partir del cambio de comportamiento de X, nos permite definir un criterio para
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garantizar que el estado estacionario del sistema se encuentra efectivamente determinado, y que el
sistema recorre las distintas configuraciones compatibles de forma ergodica.

Definimos entonces un método que nos permite asegurar que estamos generando sistemas que
cumplen las hipétesis propuestas por la teoria de la mecanica estadistica granular de Edwards [28].
Esto, sumado al hecho de que demostramos que es posible que el sistema recorra distintos puntos
en el espacio de fases 2-¢p de forma no univoca, es decir, que es posible encontrar estados que
presenten un mismo valor de ¢ a distintos valores de X y viceversa, nos plantea un rico escenario
donde poner a prueba la validez de los enunciados propuesto por la estadistica granular.

En resumen, creemos que este trabajo aporta al conocimiento de los sistemas granulares, en parti-
cular de los empaquetamientos estaticos en estados estacionarios generados por la aplicacion repe-
tida de golpes de la misma forma y amplitud en los siguientes aspectos:

= Establece criterios de medicion que permiten predecir valores de las variables macroscopicas
sobre un sistema de un tamano, a partir de conocer el comportamiento de estas variables en
otro tamano de sistema. Brevemente, las celdas deben tener un ancho minimo, las columnas
de material deben tener la misma altura y las medidas deben realizarse sobre capas angostas
que acompariien el perfil de la superficie libre.

= Propone un criterio para determinar bajo qué condiciones es posible asegurar que el estado del
sistema es ergodico: en cada pulso las particulas deben perder todos sus contactos, para que
dejen de existir efectos de memoria y envejecimiento.

= Encuentra un tamafo minimo para las regiones de analisis a partir del cual resulta posible
escalar las fluctuaciones, tanto de ¢ como de X con la inversa de la raiz cuadrada del namero
de particulas contenidas en la region.

6.2 PERSPECTIVAS

Como vimos el comportamiento cualitativo de 2 depende de la profundidad respecto a la superfi-
cie en que es ubicada la capa de medicion. También discutimos que este comportamiento depende
no solo de la cantidad de material que se ubica por encima de la capa de medicién, sino también
del material que se encuentra debajo. Un estudio detallado de estos efectos permitiria en el futuro
proponer una nueva variable con la cual sea posible predecir el comportamiento cualitativo de X,
del modo que lo hace € en relacién a ¢. Esto permitiria predecir el valor de las variables macros-
copicas alcanzadas por el sistema en el estado estacionario, conociendo el tamafio del sistema y las
caracteristicas del pulso.

Queda pendiente para un trabajo futuro, proponer mejores aproximaciones para el calculo de
€, que permitan mejorar el colapso de resultados obtenidos en sistemas de diferentes tamarfios, en
particular, en la region de grandes amplitudes, donde la funcién de ¢ vs. € resulta creciente.

El estado del sistema recorre diferentes curvas sobre el espacio de fases “termodinamico” ¢-X,
y como mostramos estas dos variables no se encuentran univocamente relacionadas. Para recorrer
distintas regiones de este espacio de fases “termodinidmico” propuesto, puede variarse entonces
ya sea la altura de columna de granos o las caracteristicas de la perturbacion. Resulta interesante
estudiar el comportamiento del sistema recorriendo ciclos cerrados del espacio de fases y determinar
las regiones de este espacio accesibles a los sistemas granulados en configuraciones estaticas en
estados estacionarios. Un estudio de estas caracterisitas seria valioso en relacion a avanzar en el
conocimiento estadistico de estos sistemas fisicos.
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Resultaria de interés también, realizar un estudio sobre la dependencia de las variables macros-
copicas (¢ y X) con el modelo de fuerzas implementado. En particular hemos obtenido resultados
preliminares al modificar el modelo de fuerzas utilizado en la presente tesis (que presenta una inter-
accion normal restitutiva proporcional a la distancia de solapamiento de los radios de las particulas)
por un modelo en que dicha interaccion es proporcional al area de solapamiento. Estos resultados
muestran que esta modificaciéon afecta no sélo al comportamiento del tensor de esfuerzos, lo que
resulta esperable, sino que afecta también la forma en que se comporta ¢. Dado que existen pocos
resultados experimentales con los que comparar los resultados numéricos de % obtenidos, por la di-
ficultad que presenta la medicion experimental del tensor de esuerzos, obtener mejoras en el modelo
de fuerzas para la interaccién entre granos a partir del estudio del comportamiento de ¢ resultaria
importante para la validacion de los resultados numéricos de 2.

Seria importante también un estudio sobre el comportamiento de las propiedades analizadas en la
presente tesis para sistemas tridimensionales, debido a que la mayoria de los trabajos experimentales
en este area se realizan en ese tipo de configuraciones.

6.3 COMENTARIOS FINALES

Como hemos dicho al inicio de esta tesis, el estudio de los materiales granulados es una disciplina
relativamente nueva. Existe ain mucho por avanzar en el conocimiento de sus propiedades y las
leyes que los gobiernan. Esperamos que los resultados y las conclusiones alcanzadas en la presente
tesis resulten utiles a trabajos futuros.
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LAMMPS

LAMMPS (Large-scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator) es un paquete de codigo
abierto (distribuido bajo GNU public licences), desarrollado por Sandia National Laboratories, para
la simulacién de modelos de dindmica molecular clasica. LAMMPS presenta implementaciones para
funcionar en un solo procesador o en procesadores paralelos, utilizando técnicas de comunicacion
entre procesadores message-passing y una descomposicion espacial para el dominio de simulacion.
El codigo, escrito en lenguaje C++, esta disefiado para ser facilmente modificable o extendible con
nuevas funcionalidades.

Puede ser compilado como libreria para programas fortrangs, C, C++, python, etc. También puede
ser compilado como un programa ejecutable, y posee su propio lenguaje para los scripts de entrada.
Esta modalidad fue la que utilizamos en la presente tesis. Al final del presente apéndice incluimos
parte de uno de los script LAMMPS utilizado y comentamos, de forma global, las distintas partes
que lo componen.

LAMMPS posee en particular una implementacion del modelo de esferas blandas con friccién que
es el modelo mas utilizado actualmente para la simulacion de materiales granulares cuando se rea-
lizan estudios donde es necesario tener en consideracion fuerzas de contacto sobre los granos. Esta
implementacion es parte del paquete Granular. Para las fuerzas de contacto entre granos (y entre
granos y paredes) LAMMPS posee distintos modelos. Uno de los modelos de fuerza que LAMMPS
implementa es el llamado gran/hooke/historyy fue el utilizado en la presente tesis. Este modelo po-
see fuerzas de interaccién normal (y tangencial) con términos restitutivos y disipativos. El término
restitutivo de la interaccion normal es proporcional a Ar = r; + r; — r4j, donde 7y es el radio de la
particula k (k = i,j) y 7;j es la distancia entre los centros de las particulas i y j. Este modelo puede
implementarse incluyendo o excluyendo fuerzas de roce estaticas o fuerzas de interaccién tangen-
cial con las paredes. LAMMPS permite también la implementacion del modelo gran/herzt/history.
Este modelo, a diferencia del anterior, utiliza una fuerza normal restitutiva proporcional al area de
solapamiento entre las particulas (no al solapamiento de sus radios).

Dentro del paquete granular, LAMMPS permite la implementacion de paredes planas (o cilindri-
cas), y las constantes de interacciéon grano—pared pueden fijarse de forma independiente para cada
pared implementada. Estas paredes pueden moverse de forma tangencial o normal, en particular si-
guiendo una forma senoidal (mediante el comando wiggle) como es el caso del pulso implementado
en la presente tesis. También es posible implementar regiones de simulacién mas complejas, cons-
truidas a partir de mallados o particulas fijas en el espacio. Dentro del paquete granular es posible
simular sélo particulas esféricas, pero LAMMPS (a partir de una funcién dentro del paquete Rigid)
permite unir particulas para construir granos de formas mas complejas (o moléculas). Las listas de
vecinos en estos casos poseen optimizaciones que excluyen particulas pertenecientes a la misma
molécula.
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A continuacion se presenta un ejemplo de los scripts LAMMPS utilizados para producir un pulso
sobre un sistema cuasi-bidimensional.

HEFH R AU R R R R R R R R R R R Y

HHURH S Ejemplo de script utilizado para SRR
HHUHH S la implementacién de los pulsos SRR AR
HHuRH S utilizados en la presente tesis AR AR
#iH#H7HRH (versién LAMMPS del 21-8-2012) R R
HHRH S Nombre del script: in.tap SRR
HitH#H7HRH R R

HEFHHAHH S H AR H R R R B HARAH RS REFH AR A H B H R RS AR RS R R R

HHHH R R R R R R R
DEFINICION DEL MODELO Y COMUNICACION ENTRE PROCESADORES
HHHH R R R R R R R R
atom_style granular

newton off

communicate single vel yes
R R R s e
REGION DE SIMULACION Y DEFINICION DE UNIDADES REDUCIDAS
T R R R s e
boundary f f fm

region reg block -21 21 -0.65 0.65 -15 450 units box
create_box 1 reg

B R R R S a  a
LISTA DE VECINOS Y MODELO DE FUERZAS
T R R S
neighbor 0.2 bin

neigh_modify delay O

pair_style gran/hooke/history 52358.99 NULL 157 104.7 0.5 1
pair_coeff * x*
L R S s
PASO DE TIEMPO, INTEGRADOR (NVE) Y FUERZAS EXTERNAS
R R S s
timestep 0.0001

fix 1 all nve/sphere

fix 2 all gravity 1.0 spherical 0.0 -180.0
S S S S s s
IMPLEMENTACION DE PAREDES EN UNA CELDA RECTANGULAR
B s s

fix xlower all wall/gran 52358.99 NULL 157 104.7 &
0.5 1 xplane -6.7 6.7

fix ylower all wall/gran 52358.99 NULL 157 104.7 &
0.5 1 yplane -0.55 0.55

fix zlower all wall/gran 52358.99 NULL 157 104.7 &

0.5 1 zplane 0.0 NULL
s S s s S s
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DEFINICION DE REGION Y MODO DE LLENADO INICIAL DE LA CELDA
HUH RS HAEH RS HAEH RS HEHBEH R B HEH UG HEH RS REH RS REH GRS HRH RS HBHUSHEHH
region slab block -6 6 -0.05 0.05 180 350 units box
fix insl all pour 500 1 280523 region slab
HEHHSHAEH RS HAEH RS HEH GRS HEH RS HER RS HEH SRS H RS RSH RS HSHBH USRS HH
CALCULO ENERGIA CINETICA, ROTACION, ESTRES

FHHH R

compute 1 all erotate/sphere
compute 2 all ke
compute stress all stress/atom

B L g R R
INFORMACION EN PANTALLA
B R R R

thermo_style custom step atoms c_2 c_1
thermo 50000
thermo_modify lost ignore norm no

compute_modify  thermo_temp dynamic yes
s g i R
LLENADO INICIAL DE LA CELDA
s R i S
label repitess

run 100000

variable 2z equal "ke(all)"

variable h equal "atoms"

if $z > 0.05 then "jump in.tap repitess"
if $h < 500 then "jump in.tap repitess"
S S R S s s
GUARDA CONFIGURACION INICIAL

S s s s s

dump id2 all custom 50000 pours.lammpstrj x y z vX vy vz
dump_modify 1d2 first yes

run 1

undump 1d2

unfix insl

I SRR S
IMPLEMENTACION DEL PULSO (CON AMPLITUD A=5 Y PERIODO T=3)
I R R
variable a loop 200

label loopab
unfix 1
unfix 2

unfix xlower

unfix ylower

unfix zlower

reset_timestep O

fix 1 all nve/sphere

fix 2 all gravity 1.0 spherical 0.0 -180.0
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fix xlower all wall/gran 52358.99 NULL 157 104.7 0.5 1 &
xplane -6.7 6.7 wiggle z 5 3

fix ylower all wall/gran 52358.99 NULL 157 104.7 0.5 1 &
yplane -0.55 0.55 wiggle z 5 3

fix zlower all wall/gran 52358.99 NULL 157 104.7 0.5 1 &
zplane 0.0 NULL wiggle z 5 3 'A=5 Y T=3

run 30000

R R R i e

DEPOSICION

T R R R S e

fix xlower all wall/gran 52358.99 NULL 157 104.7 &
0.5 1 xplane -6.7 6.7

fix ylower all wall/gran 52358.99 NULL 157 104.7 &
0.5 1 yplane -0.55 0.55

fix zlower all wall/gran 52358.99 NULL 157 104.7 &
0.5 1 zplane 0.0 NULL

label repiteb

run 50000

if z > 0.05 then "jump in.tap repiteb"

HHHS S R S S S R A

GUARDA CONFIGURACION Y ARCHIVO DE RECUPERACION

HHH S e R

dump id3 all custom 50000 file-5.$a id x y z fx fy fz &
c_stress[1] c_stress[2] c_stress[3] c_stress[4] &
c_stress[5] c_stress([6]

dump_modify 1d3 first yes
run 1
undump 1d3

write_restart saveb.tap

HEFHH RS SRR R R
REPITE EL PULSO

HIFHHHH S SRR R
next a

jump in.tap loopab

variable repiteb  delete
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Se nos han planteado discusiones acerca de si la existencia de un maximo en las fluctuaciones
de densidad A¢ resulta asociado a fenémenos de cristalizacién en el sistema (lo que se intuye del
alto valor de ¢ que los sistemas alcanzan a bajas I'). En relacion a dichas discusiones simulamos el
equivalente de algunos de estos sistemas pero introduciendo en ellos un leve grado de dispersion
en el tamafio de las particulas (5%). La incorporacién de esta leve dispersion dificulta al sistema
alcanzar altos valores de densidad. Para evitar solapamientos considerables entre particulas, debido
a su diferencia de tamarfios, utilizamos en estos sistemas polidispersos, una implementacion estric-
tamente bidimensional. El grado de cristalizacion en el sistema se mide a partir de los valores del
parametro de orden orientacional Qg [61] de sus particulas. El parametro de orden orientacional Qg
esta definido como

4 & oo
3 2
2l+1m:2_6|Q6’”| /

donde Qg es la media sobre los contactos de un grano de Qg (7) y

Qeém (7’) = Yom (9(7)/ (P(i’))

Qs =

son los armonicos esféricos.

En la Fig. [39| se compara el orden de las configuraciones finales alcanzadas entre dos sistemas
que se diferencian por ser uno mono-disperso y el otro poli-disperso. Se muestran “fotos” corres-
pondientes a dos valores de I' en las regiones de alta densidad y de densidades cercanas al ¢,,j,.
Las particulas que poseen un orden cristalino de tipo hexagonal fueron representadas en circulos
negros huecos. Puede verse como la incorporacién de este leve grado de dispersion en el tamano de
las particulas reduce considerablemente su capacidad de cristalizacion.

En la Fig. [40| (a) se muestra el comportamiento de la funcién ¢ Vs. I' para estos dos tipos de
sistemas. Resulta clara la disminucién de los valores de ¢ alcanzados a bajos I" al usar particulas
polidispersas. En la Fig. |40 puede apreciarse que A¢ en funcién de ¢ aun presenta un maximo
para estos sistemas. Este resultado indica que el maximo de fluctuaciones de densidad reportado no
deberia atribuirse a un efecto de cristalizacion.
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I'=2.2 polidiperso I'=2.2 monodisperso
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Figura 39.: Diferentes configuraciones finales alcanzadas por sistemas mono y poli dispersos en tamarios, donde las
particulas representadas con circulos huecos llenos presentan un valor de parametro de orden orientacional
Qg correspondiente a una configuracion hexagonal (0.72-0.77). (a) (b) corresponden a bajas intensidades de
perturbacion mientras que (c) (d) corresponden a valores de ¢ cercanos al minimo. Para evitar solapamiento,
las simulaciones de sistemas polidispersos se llevaron a cabo sobre sistemas estrictamente bidimensionales.
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Figura 40.: (a) ¢ Vs.I'. (b) A¢ en funcién de ¢.
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